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Yorwort zur ersten Lieferung. 

Die allgemeine Theorie der Fnnktionen mehrerer komplexen 
GroBen hat seit der Wende des Jahrhunderts bedentende Portschritte 
gemacht. Wahrend bis dahm, auBer den unmittelbaren Uberfcragnngen 
bekannter Satze im Palle einer unabhingigen Yemnderlichen, kaum 
mehr ak der WeierstraBsche Vorbereitiingssatz imd die Satze von 
Cousin zu verzeichnen waren, erfuhr die Theorie bald darauf durch 
die Untersuchungen von Hartogs und E. E. Levi eine wesentliche 
Erweiterung. Auch die Veroffentlichung des zweiten WeierstraB- 
schen Satzes bezugKch impliziter Punktionen, nebst den Untersuchun- 
gen amerikanischer Mathematiker betreffmd die Dmkehrung einer 
Transformation bei verschwindender Jaoobiseher Determinante, fiel 
in diese Zeit. Es tut jetzt not, diesen ganzen Stoff zu sehichten und 
zu einem eioheitlichen Ganzen zu verar 
die Einfachheit manches Ergebnisses ersr 

wenn dasselbe im Eahmen einer systematisetien Darsteliung ver- 
wandter Erscheinungen steht. 

Die ersten drei Kapitel des zweiten Bandes der FunktioneritJieorie, 
woraus die vorliegende Lieferung besteht, bringen eine solche Durch- 
arbeitung der Theorie. Darauf folgt eine Behandlung der periodischen 
Punktionen mehrerer Argumente, und nach einer Einleitung in die 
Theorie der algebraischen Punktionen nebst den damit verwandten 
transzendenten Punktionen (Abelsche Integrale, polymorphe Punk- 
tionen) gipfelt die ganze Entwicklung in einem Beweise des Eiemann- 
WeierstraBschen Thetatheorems. 

Cambridge (Massachusetts), im Januar 1924. 

W. F. Osgood. 
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Yorwort zur zweiten Anflage der ersten Lieferung. 

AtiBer einer gnindKchen Bevision des Textes, welche ja zu 
manchen kleineren Brganzungen gefiihrt hat, ist namentlicli am 
Ende des dritten Kapitels eine Neugestaltung des Stoffes dadurch 
erforderlich geworden, daB es numnehr gelungen ist, den Weier- 
straBschen Satz betreffend rationale Ennktionen auf alle er- 
weiterten Eanme auszudehnen, welche ahnlich wie beim projek- 
tiven Eaume, beim Eanme der Ennktionentbeorie, sowie beim 
Eanme der Geometrie der reziproken Eadien dnrch Adjnngiemng 
eines nnendlich fernen Bereiches zn einer abgeschlossenen Mannig- 
faltigkeit emporgehoben werden. Dnrcb diese Weiterfuhrnng ist 
jener grnndlegende Satz anch nach dieser Eichtnng bin zn einem 
^^friedigenden AbscblnB gebracbt worden. 

Cambridge (Massachusetts), den 1. November 1928. 

W. F. Osgood. 
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Erster Abschnitt 


foundlagen der allgemeinen Theorie der Fanktionen mebrerer 
komplexea Grrofiea. 

Eiste Kapitei 

Integraldarstellaagem aad melirfacie Reihen. Die erweitertenRiiunie. 

§ 1. Begulare nnd analytisclie Elmrven des reellen nt-dimensionalesL 

Banmes. 

Wir woUen tms vorerat {§§ 1—8) die Grondbegriffe ins Ge- 
dachtnis zuruckrnfen, woranf die 
tmd Stetiglmt im Palle beliebig vieler 

Handelt es sicb nm einen Kompl ... 

(Xi, . . x^}, so werden wir denselben ais einen PunM 

m-dimensionalen Eanmes benennen, nnd die einzelnen GroBen 
als dessen KoordimUn bezeichnen.^) Wir schreiben 
auch (x) als Abkiirzung fur (%, x^), 

Unter einem regular en Kurvenstucke C verstehen wir eine 
Menge { (x ) } von Punkten {x), deren Koordinaten sicb folgender- 
maBen darstellen lassen (I, 2 § 2): 

( 1 ) k = 

Dabei bedeutet fk{t) eine im abgescblossenen Intervalle (a, h) 
reelle stetige, mit einer daselbst ebenfalls stetigen Ableitung /'.(f) 
versehene Funktion; fernerhin sollen fiir keine zwei Punkte fj, 
des Intervalls die m Gleichungen 

(2) ikik) i n, 

1) Vgl. Bd. 1 dieses Werkes, Kap. 1, § 8. Solche Zitate werden, wie 
folgt, abgeklirzt: (I, 1 § 8). Damit ist die fiinfte Aufiage, 19*28, gemeint. 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Auti. 1 
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gleichzeitig bestehen; tind endlich Terschwinden die m Ableitungen 
niemals gleichzeitig: 

( 3 ) o<\m\+--- + \ut)\. 

Bine reguldre Kuroe entsteht durch Aneinanderreihung einer 
endlichen Anzahl regularer Kurvenstiicke, ahnlioh wie im angefuhrten 
Falle m = 2. Sie laBt sicb ebenfalls durch Gleichungen der Form (1) 
darstellen, wobei jetzt /*(<) im abgeschlossenen Intervalle (a, h) stetig 
ist und, hochstens von einer endlichen Anzahl von Punkten t = x 
abgesehen, eine stetige Ableitung besitzt. In jedem Punkte t 
existiert sowohl lim/^(i) als lim/^(^), aber mindestens fiir einen 

t = af='zr — 

Wert von k stimmen diese beiden Grenzwerte nicht uberein. AuJBer- 
dem besteht die Relation (3) in jedem gew5hnHchen Punkte; 
in den Ausnahmepunkten gilt diese Relation sowohl fiir die vor- 
warts als fiir die riickwarts genommenen Ableitungen. 

Bine regulare Kurve heiBt geschlossen, falls 

fk{a)=h(b), * = i. 

. die Gleichungen (1) hochstens fiir den 
fg i^it den beiden Endpunkten a, h des 
inrervans zusammenfallen. Sonst hat sie mindestens einen rnehr- 
fachen PunkL 

Bine regulare Kurve heiBt analytisch, falls jede der Funktionen 

im abgeschlossenen Intervalle (a, 6) analytisch ist (I, S. 124). 
Sie besteht aus einem analytisclien Kurvenzuge oder sie heiBt eine 
gebrochene analytische Kurve, falls sie sich in eine endhche Anzahl 
aneinander gereihter analytischer Kurven zerlegen laBt. 

Unter einer Geraden versteht man eine regulare Kurve, wofiir 
jede fjc{t) als eine ganze lineare Funktion von t genommen werden 
kann. Bine gebrochene Linie oder ein Polygonzug setzt sich aus 
lauter aneinander gereihten Geraden zusammen. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB eine regulare Kurve 
schon im Falle m = 2 unendlich viele mehrfache Punkte besitzen 
kann, ohne daB zusammenfallende Bogen vorhanden waren, wahrend 
dies bei einer analytischen Kurve niemals eintreten kann. Kommt es 
bei einem analytischen Kurvenzuge vor, so besteht derselbe zum 
Teil aus zusammenfallenden Bogen. Die Anzahl letzterer, sowie 


der nicht dazu gehdrigen mehrfachen Punkte, vdrd stets endlich 


I 2. Dsb IteiiannaB @ 

sein. Im iibrigen wird ein aBalytisdtor Knrrosirag von der linea- 
ren llannigfaltigkeit 

S'lh 'saW' 4 « I, t, * , ^ I 

hdchstens in einer endliehen Aii»M wm WwmMm mi Bogm ge- 
troffen. 

§ 2. Dm ifi-iMmensional# ICoia-Mamiin- 

Ein Pnnkt (a) eiii«r Menga ff^)| beiSi ein 

innerer PmU derselben, fels es eine pcwitwa Jk gibt, dearth 
daB aUe an die Bedmgimg 

j%— %| <fc, 

gekniipffcen Pnnkte znr Menge pMren*); (1,5 §2). 

Eine Menge f (^) } bMet ein KonMnmmm^ fedls jeder Piinkl der- 
selben ein innerer Pimkt mt, nnd falls anBerdem je zwei ilirer Pnnkte 
durcb eine regcdire, ledigMch ans Pankten der Menge bestehende 
Knrve miteinander verfannden werden konnen. 

Unter der U'fngdmng, N^e oder MmMmrscMft eines Pnnktes 
(a) veatebi man ein Kontinnnni, weiebes id\ enib&lt? fT. 1 S BL 
Im iibrigen liegt gewdhnlicb noeh in 
Pordening, daB die Ansdehnnng dies^ 
schrankt werden darf; daB also nach Aug 

positiven GroBe h das Kontinmim dami so gewablt werden Eami, 

daB 1 — a* I < /i, fc = 1, , m. Andererseits ist jedoch nicbt ans- 

geschlossen, daB man von einer bestimmien oder geeigmten Um- 
gebiing spricht, womit eben gemeint ist, daB h nur einmal gewablt 
imd darm festgebaiten wird. Demgegeniiber wird der zuerst er- 
klarte Sinn des Wortes wobl dadurch verscharft, daB man von 
einer heliehigen Umgebung spricht. So trifft es beispielsweise zu, 
daB die Umgebung eines Pnnktes gleichsam eine 

Funktion der Umgebung eines zweiten Pnnktes (ai,...,aya) wird, 
indem nacli wilikurbcher Angabe der letzten Umgebung stets eine 
bestimmte Wahl der ersteren moglich ist, welche den Forderungen 
des in Betraciit kommenden Satzes entspricht. 


1) Diese Definition erfahrt eine Eru*eitemng, wenii es sich iim fc-dimeii- 
sionale, in einem m = (k-i-r)4aeh aiisgedehnten Raume gelegene !^!eiigeii haiidelt. 
Vorliiiifig ist aber k = m, r = 0. Eine aimliche Bemerkung gilt aiich flir das 
Kontiiiuiim. 
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Bin BandpuvM eines Kontimxmns ist jeder Punkt, in dessen Um- 
gebiing^) sowohl Punkte des Kontinumns als auch solche Punkte 
liegen, welche nicht zum Kontinuum gehoren; (I, 2 §2). Wie man 
sieht, gehort einem Kontinuum keiner seiner Eandpunkte an. 

Unter einem B&reich des m-dimensionalen Eaumes verstehen 
wir ein Kontinuum, wozu noch ein Teil der Eandpunkte oder auch 
alle derselben gezahlt werden diirfen. 

Einiges tiber Punktmengen. Eine Punktmenge {(ir)} liegt 
im Endlichen, wenn jede Koordinate Xj^, endlieh bleibt. Die Begriffe 
Hdufungsstelle, abgeschhssen und perfekt werden auch ahnlich wie in 
den friiheren Fallen m = 1, 2 erklart, und brauchen deshalb nicht 
weiter besprochen zu werden; (1, 1 § 8). 

Unter der Ableitung einer Punktmenge versteht man die Menge 
der Haufungsstellen derselben. 

Unter der Entfemung D zweier Punkte (a) und (h) ist die Zahl 

D = y (ai - + • • • + K - Kr 

gemeint. ZuweUen empfiehlt es sich, die Abweichung oder den 
Abstand (ecart) der Punkte zu gebrauchen. Dieser soli, wie folgt, 
definiert werden: 

A = I Ui — I H + I I • 

Es ist D ^ A , A ^ ]/mD. 

Eine Punktmenge M hdngt zicsammen, falls je zwei Punkten 
(a) und (b) derselben und jeder positiven Zahl s eine Eeihe 
zur Menge gehoriger Punkte (a^)^ . . _ wobei noch 
(a(o)) == (a) und = (b) gesetzt werden mogen — zugeordnet 

werden konnen derart, daB die Bntfernung zwischen und 

kleiner als e ausfallt. 

Wir haben den folgenden von WeierstraB herriihrenden Satz 
bereits friiher (I, S. 35) allgemein ausgesprochen. 

Satz. Ist P erne unendliche im Endlichen gelegene Punkt- 
menge, so hat P mindestens eine Hdufungsstelle, welche indessen 
nicht zur Menge zu gehoren braucht, 

Zusatz. Ist P eine in einem abgeschlossenen Bereiche © ge- 
legene unendliche Punktmenge, so hat P mindestens eine Hdufungs- 
stelle, und zwar liegt jede Hdufungsstelle von P in ©. 


1) Hier ist das Wort Uingetning im Sinne einer heliehig kleinen Umgebimg 
gebraucht. 


I S. Funktion, Oraoswart mri i» 

§ 8. Funktion, Grenzwert aad StetJgkeit. 

Der friiher auseinandeigesetzte Begrifi emer FunMhn (1, 1 § 1) 
lafit sich auch liier direkfc aberfcrt^rai. 1m eialaeJisten Falie vard 
ein Bereich Z vorgelegt, dessen Pnoktm dam je erne zweite 
reelle Zahl u zugeordaet wird. Alsdam heifit u ein© Fonktion^) 
von 

Es dtrfen abo die Baadpunite mm Tei ader gaaz zaM Be- 
reiche gerechaet werdea. Algemtiaer darf aa Stellt voa SI jede 
beliebige imendliche*) Mange | (s) } treten,, wihrend aniererseits den 
Pankten von {(x) | mebrere (aneb nnenilieh viele) Werte - 

zugeordnet warden konnen. Wir warden mis mdessen, a>fem das 
Gegenteil nicht ausdriickbcb erw&hnt wkd, auf eif^tdige Punk- 
tionen bescbranken. 

Der Zusatz von Bd. I, S. 87 gill anch ftr Fimktionen mehrerer 
Variabelen. Wir ftgen zngleich noeb einen weiteren Ted binzii: 

Theorem: 1st mm beli^k^ FunMmn^ wekhe 

algebraisch gemmmen unter {uhm) mmr imMn ZfM hl^i Rn hnt 
f{xi, — , x^) dm obere (untere) Gr&m 

lAegt die Menge P der PutMe^ in 
niert ist, im Endlichen, so sind zwei Fade mogimn: 

a) die Funktion erreicht ihre obere (uniere) Gretize in eimm 
Punkte von P; besitzt also ein Maximum Qlmmmm); 

b) im anderen Falle gdot es einen Punkt in 

dessen Umgebung die FunMion ihrer oberen (unteren) Grenze belieMg 

nahekonimt. Der Punkt (xjlj , x'J hrauelit nkht zu P zu ge- 

koren, befindet sich aber sornt notwendig unter d£n Punkten der 
Ableitung von P. 

Die friiheren Definitionen: Grenzwert, steiig, glekJmuijSig sietig 
(1, 1 §§ 2—4 und Ij 2 §§ 1, 2) lassen sicb auch bier direkt iibertragen. 
Das du Bois-Eeymondsciie Theorem (I, S. 30, 53), betrefleiid 
die Existenz eines Grenzwertes, behalt ebenfalls fiir Fuiiktioiien 
mehrerer Yeranderliclien seine Gliltigkeit bei. 

Auf den Begriff des Randwertes (I, S. 56) miissen wir iridesseii 

1) Man vergleiche auch Bd. I, S. 1 Anm. 4. 

2) Begrifflich diirfte man ja auch endliche Mengen zulassen, was indessen 
hier unzweclonaBig ware. 
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nocli etwas naher eingehen. Der einfachste Pall ist der, daB die Punk- 
tian sich ein und demselben Grenzwerte nahert, wie auch immer der 
Pimkt stets im Defiaitionsbereiche der Punktion ver- 

bleibend, dem Eandpunkte zustrebt. Um uns nun bei dieser De- 
finition nicht ins Allgemeine zn verlieren, wollen wir die Voraussetzung 
niachen, falls mehrfach zu zahlende Eandpunkte vorliegen, daB der 
Definitionsbereich der Punktion sich in eine endliche Anzahl von 
Teilbereichen zerlegen lafit, derart, daB die Punktion, flir einen be- 
liebigen derselben betrachtet, in jedem Eandpunkte des bewuBten 
Teilbereiches einen Eandwert im obigen Sinne annimmt* 

§ 4. Die Stetigkeitssatze. 

Die vier Stetigkeitssatze (1,1 § 4) nehmen jetzt folgende Por- 
mulierung an: 

1. Satz. Ist die Funktion f{xi, . . x^) in einem abge^ 

schhssenen Bereiche stetig, so ist dieselbe dort endlicK 

2 , Satz. Ist die Funktion /(a?!, . . x^) in einem ahge- 

scMossenen Bereiche stetig, so nimmt sie dort einen grojSten, sowie 

"hlMfvicinnn 14/ />W rtnn « 

ktim f{xi, . . x^) in einem beliehigen 

■' /(® 1 > • • •> 0,m) + f{\, . • fcm). wobei 
zwei Tunkle von S: sind; liegt ferner 
den beiden Zahlen f{a^, . . a^) und b^), 

. mindesUns einen PunU {x[, . . x'J von %, in welchem 
• •) ^m) den W&rt N wirklich annimmt: 




■> 


4. Satz. Ist die Funktion f{Xi, . . x^) in einem abge- 

sckhssenen Bereiche stetig, so ist sie dort auch gleichmapig stetig. 

Die Beweise dieser Satze werden gerade so gefiihrt, wie im 
Falle m = 1 (I, 1 §§ 4 , 9 ), nur wird man bei der Begriindung des 

3. und des_4. Satzes, sofem mehrfache Eandpunkte vorliegen 
den Defimtionsbereich vorerst in Teilbereiche der bewuBten Art 
zerlegen Den 4 Satz wird man dann fiir jeden dieser Teilbereiche 
ohne Schwierigkeit dartun, woraus sich dann der Beweis fiir den 
allgememen Fall sofort ergibt. 

f- » sieht mm. daU map 

K.-.-.O. falls dieser am Eande liegt, durch einen 
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benachbarten inneren Punkt {a[ — , a^) ersetzen kam, in welebem 
die Funktion einen nur wenig versehiedenen Wert erbalt: 

—s< a;) <f{ai, . . .,a„) +s. 

Und ebenso, falls (?>i, . . -yhm) Eande Hegt. Wir diirfen also an- 

nehmen, daB sowohl a^) als (6j, , innere Pmikte 

sind. Und nun wird man dieselben dureb eine im DejEinitions- 
bereicbe verlaufende regulare Kurve miteinander verbinden. Nacb 
dem 3. Satze Ton Bd, I, 1 § 4 wird /(%, . . xj), als Funktion 
von t betrachtet, den Wert N in einem Punkte dieser Kurve an- 
nehmen, w'omit dann der Satz bewiesen ist. 

§ 5. Analytisclie Funktionen mehrerer komplexen Veranderlichen. 

Sei T ein Bereich des 2n-dimensionalen Eaumes, dessen Punkte 
die Koordinaten y^, X 2 ) y^y • • x^, baben. Indem wir die 

komplexen Variabelen 

%= ^1+ iyiy • • M ^n= x^+ iy^ 

bilden, konnen wir die Punkte von T aucb als das geometriscbe 

Bild des imaginaren Zablenkomplexes ,z^ auffassen. Diesen 

Komplex woUen wir gleichfalls als einen Punkt bezeicbnen, wobei 
wir eben an den Punkt (%, j/i, ^^ 2 ? • • •? 2/n) denken.^) 

Unter einer koni'plexen Funktion von z^) versteben wir 

nun eine komplexe Veranderbche 

w = u + iv = 

wo u, V reelle Funktionen von {x^, . , y^) im Bereiche T vorstellen. 

Die friiheren Defmitionen von Grenzwert und Stetigkeit lassen 
sich auf den gegenwartigen Fall ohne weiteres ubertragen. 

Die Funktion w soil im Bereiche T als analytisch erklart werden, 
falls w in jedem inneren Punkte von T eindeutig definiert und eine 
partielle Ableitung nach jedem Argumente daselbst besitzt. 

Ist (ui, . . On) ein innerer Punkt von T, so wdrd /(a-i, , . aj, 
als Funktion von z^^ allein betrachtet, dem Goursatschen Satze 
(I, 7 § 16) zufolge, im Punkte %= % analytisch sein. 

1) Bisweilen empfiehlt es sich, wie in der algebraischen Geometrie im 
komplexen Gebiete, den Komplex (zi, . . Zn) als einen Punkt des sogenannten 
^-dimensionalen komplexen (— imaginaren) Raumes zu betrachten. Wir werden 
aber stets, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich erwahnt wird, den 2w-dimen* 
sionalen reellen Raum beniitzen. 
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Es wird sieh spater ergeben, daB eine in T analytische Funktion 
daselbst auch stetig ist. Um die Darstellung indessen nicbt gleicb 
zu Anfang mit einer sehr speziellen Untersuchung zu belasten, werden 
wir vor der Hand die weitere Eordernng noch in die Definition einer 
analytischen Punktion mit aufnehmen, daB ^n) T stetig 

sein soil. 

Die Funktion w beiBt analytisch in einem Punhte 
wenn sie in der Umgebung dieses Punktes analytisch ist. Sie heiBt 
i?i einer Punhtmenge M analytisch, wenn sie in jedem Punkte von 
M analytisch ist. 

Einen beliebigen inneren Punkt (a) von T kann man in einen 
Bereich 

(I): ^h, Tc^u..,n, 

einbetten, dessen samtliche Punkte zu T gehoren. Ist nun w in T 
analytisch, so kann man die Cauchysche Integralformel auf (T) 
direkt anwenden, vgl. §10 Anm.^), woraus denn folgt, daB samt- 
liche Ableitungen der Punktion vorhanden und stetig sind, und dem- 
gemaB sich auch in T analytisch verhalten. Insbesondere gelten die 
2n Cauchy -Eiemannschen Differentialgleichungen 

du dv du cv 

dVk’ ^ 

u unbegrenzt oft differenzierbar sind und samt- 
uetig von alien 2n reellen Argumenten abhtogen. 
w , un Band I, S. 238 — 9 tibertragen sich unmittelbar 
nen mehrerer Veranderlichen. Ist insbesondere 


dnkte a^) analytisch, und setzt man ferner 

(^1 j • • • , , A = 1, . . w, 

wdbei (p^ { ti, • . r„j) im Punkte (6i , . . . , b^) analytisch ist und dort 
den WeH a^ annimmt, so ist w, als Funktion von (r^, . . be- 

trachtet, auch im Punkte (6„ . . analytisch. Im uhrigen ilt 


dw 


dw dzi 

dZi CTi 




dw dz^ 


czn dri ' 


i = 1, . . m. 


diese/kTne es sich, an 

halbe Seite von § 10 hie/ vorauszuschSe/' 
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In der Tat ist 


Setzt man ferner 


so wird 


dw du ^ dv 

^ ^ ^Tc ^ ® jfc 

ri= ii+irju 
dn - d^i dh 


Auf Grnnd der Cauchy -Eiemannschen Differentialgleichungen er- 
kennt man nun, dafi 

(du . dv\/dxj, .•dyk\_ d'u.dxj, 3u dyj, > / dv dx^ dv dyA 
\dxj,'^'dxJ\dii'^^dii) dxj, dh^dyjt d$i Kdxj.dii'^dyjcdhJ^ 

und damit ist die zu beweisende Eelation auf den entsprechenden 
Satz der Differentialrechnung zuruckgefuhrt. 

Die Besprechung von Satzen betreffend hohere Ableitungen 
findet in § 11 statt. 

Das Differential wird, wie folgt, definiert. Sei 
'1^ =/(%> •••.^«) 

in einem Punkte a,^) analytisch, und man erteile z-^ einen 

Zuwachs ti, Dann soil das Differential der Funktion 

im Punkte durch die Gleichung erklart werden: 

(A) dw = A% H 4 - ^ A< 2 ?n , 

wobei jede Ableitung fur den genannten Punkt gebildet wird. 
Das Differential dw unterscheidet sich vom Zuwachs 

Aw =/(^i+ A^i, . . .,^n+ 

wobei noch immer {z) = (a) zu nehmen ist und aufierdem 

(^1+ • • • j ^71+ 

in T liegt, durch eine unendlich kleine GroBe hoherer Ordnung: 
Aw — dw = H h Cn 0. 

(A .') = (0) 

Aus (A) folgt, indem man lo = Zy. setzt , daB 

(B) dZy= Azy, 


Bisher waren z^, . . .,Zn die unabhangigen Variabelen. Werden 
letztere nun durch andere, etwa durch , . . . , ersetzt, wie im 
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V’0ri26rg6li6iid6ii S&tzd, so orgibt sich Oiuf Grriuid diosGS Ss^tzGS, dis 
Eelation (C) ihre Gultigkeit noch beibehalt. Die Delation ( 0 ) ist 
rkhtig, teas auch immer die undbMngigen Variabelen sein mogen. Es 
sei noch hervorgehoben, a) daJB es der Definition gemaB nur Differen- 
tiale Yon Funktionen oder unabhangigen Variabelen gibt^); b) daB 
das Differential eine Funktion von 2 n Argument en ist, namlioh von 
den n Argumenten der vorgelegten Funktion und den n Zuwachsen. 
Die allgemeinen Formeln der Differentialrechnung: 

(i) d{cw) = edw; 

(II) d(^Wi’-{' — dwi-^ dw2] 

(III) d{w^W2) = w^dw2+ w^dw^; 

fIVl d dwi — dw^ 

behalten auch bier unter den ublichen Voraussetzungen ihr Giiltig- 
keit bei. 

Aus diesen Satzen geht heryor, daB die rationalen Funktionen 
mehrerer Veranderlichen sich in jedem Punkte, in welchem sie de- 
finiert sind, analytisch verhalten. Dasselbe gilt auch flir alle Funk- 

lementaren Funktionen zusammengesetzt 


w = (a%+ 6^2)e~^s log (%2 _|. ^^2) ^ 
[ittelwertsatz.2) Sei ,0^) eine in den Punkten 

1 \, , , , j thn) , 

le Funktion der n Argumente wobei die reelle 

t, unahhdngig von den GrdjSen a^, h;,, das Intervall (0, 1) 
ft Dann ist 

n 1 

/(%+^, . . a„ + K) -f (a,, . . a„) =2 hfh a„ +tK) dt. 

k=l 0 

In der Tat ist 

d ” 

+ iK . . a„ + tK) =2 hh{(h + th, ...,a„ + tK) , 

* = 1 

..in« “SiS •“ Vert™ « 

2) WeierstraB, Berliner MonaUberichte, 1876, S. 687, Werke, 2, S.64. 
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woraus sich denn die betreffende Eelation dnrch Integration sofort 
ergibt. 

Satz. Sei im Innem eines ahgeschlossenen Be- 

reiches T analytisch und am Bande desseVoen stetig. Dann nimmt 
I I seinen gro^ien Wert am Bande von T an. 

Sei G der groBte Wert von |/(%, . . Wiirde nnn dieser 

Wert in einem inneren Punkte von T erreicht: 

!/(%,... ,a„) I =G, 

SO miiBte aucli der absolute Betrag der im Punkte % = % 
analytischen Funktion /(^i, ag, . . a„) der einen Vertoderlichen % 
im Punkte % = ein Maximum haben. Nacb dem 3. Satze 
(1, 13 § 3) und der darauf folgenden 2. Aufgabe^) erweist sich / 
soroit als eine Konstante in bezug auf %, und mithin auch in 
bezug auf samtliche Argumente in der Nahe der Stelle (a). 

Von hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie der Beweis 
des Lehrsatzes von Bd. I, Kap. 7, § 7, S. 334. 

Der Liouvillesche Satz. 1st die Function /(%,..., < 2 ^^) in 
jedem Punkte {zj^, . . z^) analytisch und bleibt f{z-^,..,,z^ aufSer- 
dem endlich, so ist diese Funktion eine Konstante. 

Seien aj und . . ., b^) zwei beliebige Punkte. 

Dann geniigt es zu zeigen, daB 

Aus dem Liouvillescben Satze fur Funktionen einer Variabelen 
(I, 7 § 5, 3. Satz) folgt, daB 

/( 0 i,& 2 , .. .,b^) 

flir alle Werte von z^ den gleichen Wert beibehalt. Daher ist ins- 
besondere 

/(& 1 , 62 , . . = /(«!, & 2 , . . b„). 

Wir bilden nun die Funktion 

/(%, 02 , & 3 , 


1) Es ist indessen nicht notig, auf die Entwicklungen der Potentialtlieorie 
Bezug zu nehmen, denn der Zusatz von Bd. I, S. 315 laBt sich mit Leichtig- 
keit dahin erweitern, daB die Gleichung \ f(z^)\—M nur dann gelten kann, 
wenn f (z) im ganzen Kreise konstant ist: f{z) = Me^f\ 
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iind schUeBen in gleicher Weise, daB 

Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man schKeBlich 
zu der in Aussicht genommenen Gleichung. 

§ 6. Implizite Fxinktionen. 

1. Satz. Sei F{w,Zj^, . . Zn) im Punhte {h, a^) ana- 

lyiisch, und sei femer 

. . = 0 , 

i?'(6,ai,...,a„) + 0, wo F'=^^. 

Dam existiert eine mi PunJde analytische Funktion 

( 1 ) w = (p(zi,...,z„), l = (p{a^,...,a„), 

wehhe, m F emgeiragen, diese Funktion identisch zum Verschwinden 
hringt und somit die Gleichung 

==0 

bj a„) auflost 

h gibt es zwei jpositive Zahlen g, h der art, 

F{w, z-^, , , ,, sich im Bereiche 

I'^-'blKh, \zj,^aj,\<g, k = 

analytisch verhdlt; 

b) dafi 9^ sich im Bereiche 

ehenfalls analytisch verhdlt und au^erdem 


1 ^ <k 

bMbt, wenn der PunU (z) beliebig in % angenommen wird; 

mit ^ ^ gelegenen Nullstellen von F sich 

derMenge {w, z^, . . decU, wobei {z„...,z„] 
m A beliebig gewahlt und w dann aus (1) herechiet wirl 

Bd f's Polynoms durchgefuhrte Beweis, 

Bd. I, S. 64, behalt seme Gultigkeit auch Mr den allgemeinen 
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Fall. Die Ableitungen von (p werden aus F naeh den bekannten 
Eegeln der Differentialrechnnng berechnet. 

2. Satz. Jeds der Funktionen 

Fi{Wi, . . w,; Zi, ...,z„), 1 = 1, 

sei analytisch im PunJde b^; o„) v,nd verschtoinde 

dort: 

a„) =0; » = 

wahrend die Jacobische Deteminante 

4.^. 

^ dwi dwj, 

dort nicJit verschwindet. JDann existieren p im Punkte a„) 

analytische Funktionen 

( 1 ') Wi==<pi{Zi,...,z„), bi=(pi{ai,...,a„), i = i 

welche, in Fi, Z — eingetragen, diese Funktionen identisch 
zum Verschwinden bringen und somif das Gleichungssystem 

Fi , . . . , I f z^ =0, ^ •••! 

in der Ndhe der Stelle (6i, 6 j, a^) gleichzeitig auflosen. 
Des weiteren gibt es zwei positive Zahlen g, h derart, 

a) dap Fi{iVi, to j, im Bereiche 

T: \Wi — hi\ <}i, \z^ — aj\<g, / = i, / = i, n, 

analytisch verhdlt; 

b) dap q)i{z^, . . Zn), t = 1, . . p, sich im Bereiche 

X: \^3 — ^A<9> / = 

ebenfalls analytisch verhdlt und auperdem 

hleibt, wenn der Punkt {z) beliebig in % angenommen loird; 

c) dap die Gesamtheit der in T gelegenen gleichzeitigen Null- 

stellen von Fi, Z = 1, j), sich mit den Punkten der Menge 

{ {wij . , w^; deckt, wobei zP) beliebig in 

X gewdhlt und w^, dann aus den Gleichungen (1') berechnet 

werden. 
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Der Beweis wd gerade so gefiihrt, wie im Falle reeller Funk- 
tionen; Bd. I, S. 70. Der Fall eines verschwindenden J wird in 
einem spateren Kapitel tmtersueht. 

§ 7. Uber die Umkehxung eines Funktionensystems. 

Satz. Sd m,), l = \, . . f, eine im Punkte 

{bi,...,hp) analytiscJie FunUion der Argumente Wi , und 

^ /T. 1. \ 

Sei femer die Jacobisehe Deiermirumte 
r _ "V 4 - ^ 

^ dui * * * duj, 

im Puiikte (biy...,6j,) von Null verscJiieden, Dann wird die voll- 
standige Auflosung des Ghichungssystems 

Xi^ Uj,), z = 

too cCj,) ein heliebig&r PunM einer geeigneten Tlmgelung der 

Stelle ttp) ist und {Ui,,,.,u^) nicht au/3erhalb einer Urn- 

gebung d&r Stelle (&i,. ..,fcp) liegen darf, durch ein Gleichungs- 

I ubtie im Punkte {x) = (a) analytische, den Wert hi dort 
mde Funktion von (x) bedeutet 

±m uhrigen ist die Jacobisehe Determinante j der Funktionen 
(pi ebenfalls von Null verschieden, und zwar ist 



Der Beweis gestaltet sich wie im reellen Falle; Bd. I, S. 73. 
Anf den Pall, dafi J verschwindet, und zwar sowohl identisch als auch 
nicht identisch, werden wir an einer spateren Stelle genau eingehen. 

Die Funktionen 0i konnen auBer von %, . . .y-Up, noch von m 
Parametern abhangen. Ist dann K , . . . , , . . . , 

an der Stelle (&i, . . b^,; analytisch in alien p + m 

Veranderliclien und verschwindet J dort nicht, so IdjSt sich das 
Gleichungssystem 

^1= Ai, . . ., A^) / = 

ICO [xi, . , a:p) in der Ndhe von (%, , . a^,), (A^, . . ., A^) in der 

^dJie von AJJJ^), und {u^, , . nicht aul^erhalb einer 
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entsprecliendm Uwigebung wn (6i, liegt, in der Form auf- 

losen: 

qil == {X-l , . . . , I Xly • . • , y i = 1 , . jP, 

wohei sich (pi im Punkte If — ,X^^}) analytuch t?er- 

MU und dort den Wert hi annimmL 

§ 8. Einige aUgemeine Satze. 

Die Satze dieses Paragraphen sind nnr unmittelbare VeraU- 
gemeinemngen der letzten Satze von (1, 7, S. 31 9 -—324). Darnm 
diirfte es vrohl den moisten Lesem bequemer sein, dieselben aus 
jenen friiheren Satzen ohne weiteres fiir sicli abzulesen. Wir 
mtissen aber die allgemeineren Pormulieningen explizite ans- 
sprecben, damit wir spater darauf Bezug nehmen konnen. 

1. Satz. WeierstraBscher Eeibensatz. Sei 

fizi, . • •, «n) = • • •,Zn) + «2(%, ••.,««) H 

eine unendliche ReiJie von Funktionen, deren alle sich in einem 
dimensionalen Bereiche T analytisch verhalten, Konvergiert sie 
dann in jedem abgeschlossenen innerhalh T gelegenen Bereiche S 
gUichmdpig, so stellt sie eine in T analytische Funktion vor, 

Des weiteren Id/St sich die Beihe gliedweise differentiieren: 

B 3 

h{Zx, . ■ ; Zn) = • • •> • • •> H 

Diese letztere Beihe konvergiert ebenfalls gleichmd/3ig in jedem der 
genannten Gebiete, und die vorgelegte Beihe gestattet somit unbegrenzt 
die gliedweise Differentiation. 

Auch die andere Pormulierung des friiheren Satzes (I, 7, S. 320) 
kann zufolge des Satzes von S. 9 auf den Fall mehrerer Argument e 
iibertragen werden. Der 6. Satz, Bd. I, S. 321, lautet hier, wie folgt: 

2. Satz. Allgemeiner sei s{z^, . . a^) fiir unendlich 
viele Pmikte (a) = (a^, . . .,a^) eine in emem Bereiche T analytische 
Funktion der komylexen Argumente z^, . . .^z^. Beim Grenzuber gauge 
lim (a) = (a) = (a^, . . aj moge ferner s{zi, ...,Zn; a^, . . 
einem limes zustrehen: 

lim s [z^^ y , , Zyii ojj , . . . , a^) = f (z -^ , . . . , Zjf) , 

(.0 = ( u ) 
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und mar so, da§ die Komergenz in jedem ahgescUossenen inner- 
luilb T gelegenen Bereiclie S cine gleichmd^'ige ist, Dann verhdlt 
sich T an 

Des weiteren ist 


/ dzi f dz^ . . .J f{zx7 . . ^n ) dzji 

h h h 


= lilU r dZi ( dz^ • • • / ^ • • • T • • •> 

li li 

wobei Fi, i = 1, . . eine reguldre Kurve der Zi-Ebene und 
= % (konst.), :? = fe + 1, . . n, ist, vorausgesetzt nur, da^ jeder 
Pmkt (^ 1 ,...,%, ^&+i 3 --?^n )3 'i^nter Zi einen helieUgen PunU 
vjon Fi verstanden, ein innerer Punkt von T ist 


Endlicli ist 


|' = lim Jl, 


wobei die FunMion -2?^; «i, • • O ebenfalls in jedem der 

gemnnten Bereiche S gMckmdfiig konvergiert; mithin ist auch all- 
gemein 


4- 


_L = lim 


a''*" 




^ (a) = (a) 

j jetzt zum 7. Satz, Bd. I, S. 822. 

j. Sei f{ti, * . -yt^; Zi, . . .,Zn) eine stetige FunUion der 
m t- fb jifgumente, wobei k = 1, , , ,,m, ein beliebiger Punkt 
eifwr reguldren Kurve G-k der tj,-Ebene und z^) ein he- 

liebiger Punkt eines 2n-dimensionalen Bereiches T ist Erteilt man 
4, fe = 1, . . m, einen willkurlichen Wert auf Cj^, so soil sich 
/{4, . . z„) fernerhin, als Funktion von (^i, . . be- 
irachtet, in T analytisch verhalten, Dann definiert das Integral 

J dtxj dt^ . . .^ff{ti, • • t^; Zi, . , Zn) dt^ 


e%ne 


in T analytische Funktion zj. Im ubrigen ist 


i V I 


dtrr 


Der fortgelassene zweite Teil jenes friilieren Satzes entspricht 
hier dem zweiten Teile des 2. Satzes und laBt sich demgemaB so- 

fort ablesen. 
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4 Satz. Genugt /(^i, demeWm Bedingungen 

vm m 3. Satze, so wwd auch die Funktion 

+ ’ " + ^nf 

dzf - . . . d^t 

diese Bedingungen erfullen. 

Die in den beiden Aufgaben, Bd. I, S. 324, entbaltenen Satze 
gestatten ebenfalls die nabeliegenden Yerallgemeineningen. 

7 mm Beweise dieser Satze wird man am bequemsten alle 
Argumente bis anf eins festhalten nnd die friiheren Satze dann 
auf letztere Fnnlition anwenden. DaB jene Satze fur den Pall 
mehrerer Parameter gelten, erhellt ja sofort. Im 

Tibrigen diirfen die vorstehenden iterierten Integrale durch mehr- 
dimensionale iiber Plachen bzw. Hyperflachen bin erstreckte Inte- 
grale ersetzt werden. 


§ 9. Zylinderbereiebe. 

Eine besondere Klasse von Bereicben, welcbe in der Praxis 
gute Dienste leisten, ist folgende. Sei T* ein Bereicb der vEbene 
fc = 1, . . 7^, und sei + ij/* ein bebebiger Punkt von Tj^, 

Dann bilden die entsprecbenden Punkte (%, • • *5 2/n) einen 

2?i-dimensionalen Bereicb, welcben -wir als einen Zylinderbereich 
benennen und baufig durcb das Symbol (Ti, . . Tn), oder kiirzer 
nocb durcb (T) bezeicbnen wollen. 

Scbon im einfacbsten Palle, wo n> 1 ist, entziebt sicb ein 
solcber Bereicb der Anscbauung, da er im vierdimensionalen 
Eaume liegt. Immerbin bilft es etwas, wenn man sicb analoge 
Bereicbe im Eaume von zwei und drei Dimensionen vorstellt, und 
zwar sind das folgende: 

a) In der analytiscben Geometric geht man zunachst von 
eigentbchen Punkt en mit reellen Koordinaten, {x, y), aus und fiigt 
dann nocb ideale Punkte hinzu, deren Koordinaten komplexe 
Zablen sind. Trotzdem behalt man mit Vorteil die Sprechweise des 
reellen Palles nocb bei, indem man etwa von „Kurven'', vom 
,,Schnittpunkt zweier Kurven^^ usw. redet. 

In ahnbcber Weise kann man aucb bier vorgehen. Das 
Wesentliche an einem Bereicbe (T^, Tg) einfacbsten 

Palle zu verbleiben — bestebt eben darin, daB % in einem vor- 
gegebenen festen Bereicbe willkiirlicb angenommen, und dann 

O a g o o d , Funktionentlieorie. 11,1. 2. Aufl. 2 
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c'.T., uMihhdfiffi^ von d&r von in sinBio. zweitGii vorge- 

gebeiien festen Bereiehe 372 b^Hebig gewahlt wird. 

Das Analogon des Bereiebes Ti im eindimonsionalen reellen 
Bauiiie ist ja eine Sfcrecke der aj-Achse. Bntsprecbendes gilt auch 
far Tn, und so mrd man denn in der Bbene der analytiscben Geo- 
iiietrie m einem Bechteck 

a'<x<a'\ b'<y<b", 

gefubrt. Ist n = 3, so steUt sich ein Parallelejpipedon ein. 

Ein wesentlicher Mangel dieser VorsteUung besteht in den Zu- 
sammenhangsverhaltnissen. Unter einem Bereiclie T von lineaTewi 
Zmammmhunge verstehen wir folgendes. Sei C eine beliebige ganz 
innerhalb T gelegene einfache geschlossene Kurve. Dann soli es 
moglich sein, C auf einen inneren Punkt von T stetig zn deformieren, 
ohne dafi G dabei durch einen Eandpunkt von T hindurcbgebt.^) 
Einen solchen Bereich warden wir auch schlechtweg als einen ein- 
fach zusammenhangenden bezeichnen, sofem, spateren Definitionen 
gegeniiber, kein MiBverstandnis zu befiirchten ist. 

Wie man sieht, hangt ein Bechteck oder ein Parallelepipedon 
einfach zusammen, und dasselbe gilt auch von einem Bereiehe 
fTi, . . rj, sofern jedes einfach zusammenhangt. Ist letzteres 
d, so weist (T) mehrfachen Zusammenhang 

m dem soeben besprochenen Mangel vorzubeugen, konnen 
wie folgt, behelfen. Sei wie bisher, ein Bereich der 
%= ^li- it^i-Ebene. Anstatt aber den Bereich Tg zu betrachten, 
lassen wir eine Strecke a' < ^ < a" an Stelle dessen treten. Die 
Tripel konnen dann als Punkte eines Zylindersegments 

gedeutet werden, welches durch zwei auf den Erzeugenden senk- 
recht stehende Ebenen begrenzt wird. 

Dieses geometrische Bild hat den Vorteil, daB der neue Be- 
reich nicht mehr einfach zusammenhangt, wenn das gleiche nicht 
schon von Tj gilt. Hinsichtlich dieser VorsteUung haben wir die 
Bezeichnung Zylinderbereicli gewahlt. 

Ist jeder der Bereiehe Tj, regular (I, 2 § 2), so heiBt 
iJuy.Tn) ein regularer Zylinderbereich. Ist auBerdem jeder 
Bereich Tj, ein Kreis, so heiBt {T-^, . . T„) ein Kreiszylinderhereich. 

1) Die Arithmetisierung dieser VorsteUung mussen wir woM dem Leser 

UDeriasseii. 
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§ 10. Die Gauchysche lategralformel 

Satz. Sei (T) = {T^y . . Tn) em Zylinderbereich, und sei 

F(zif ,Zn) Innern von (T) analytisch und am Bande von (T) 

stetig, Dann verhdlt sich die Funhtion 

( 1 ) W = F • • •> ^m + l9 •• *9 } 

WO tjfc, (fc = m + 1, . . einen festen Bandjpunkt von bedeutet, 
im Innem des Bereiches (T') = (T^, . • T^) analytisch. 

Sei («!, ,a^) ein innerer Punbt von {T') tmd sei t eine 

ganz mnerhalb (T') belegene Umgebung dieses Punktes. 1st nun 

ein innerer Punkt von (T), so wird sich 

( 2 ) F (% , . . . , f ^2.9 • • *9 Cn) 9 

als Funktion von allein betrachtet, in r analytisch 

verhalten. LaBt man nun den Punkt • • •> Cn)^ stets im 

Innem des Bereiches • • •,Tn) verbleibend, dem Punkte 

{tm+i 9 •• *9 zustreben, wahrend z^) beliebig in r gewahlt 

wird, so konvergiert die Funktion (2) wegen der Stetigkeit von 
F{zj^f . . Zn) in (T) gleichmaBig gegen den Grenzwert (1). Dem 
zweiten Satze von § 8 zufolge verhalt sich dann die Grenzfunk- 
tion (1) in r analytisch, woraus man derm die Eichtigkeit des 
Satzes erkennt. 

Aufgabe. Man zeige, dafi der Band eines Zylinderbereiches 
aus einem Stiicke besteht. 

§ 10. Die Cauchy sche Integralformel. 

Sei (T) = (Ti, Tg) ein regularer Zylinderbereich, und sei 
ferner f{zi,Z 2 ) im Innern von (T) analytisch und am Eande des- 
selben stetig. Dann laBt / im Innern von (T) folgende Integral- 
darstellung zu. Sei 4 Punkt des Randes von Ty., = 1,2. 
1st nun Zy. ein innerer Punkt von Ty^, so ergibt die Cauchysche 
Integralformel zunachst die Darstellung 

j \ xj J ti — ^ 

Nach dem letzten Satze des vorhergehenden Paragraphen^) ist 

1) Setzt man voraus, daB der Bereich (T) in einem Gebiete liegt, worin 
F analytisch ist; m. a. W., daB F sich auch in den Bandpunkten von (T) 

2 * 



Demnach ist flir jaden inneren Punkt von ( T) 


Formal und Beweis gelten beide fiir ein beliebiges n. Dies ist 
die Cauchysche Integralformel^): 


Entgegen dam Falla n = l ist bier die Kenntnis samtlicher 
Eandwerta zur Darstalliing der Funktion nicht notig. "Vielmehr 
geniigt die Angabe der Funktionswerte langs einer gewissen 
geschlossenen n- fact ausgedehnten, am (2n — 1) - dimensionalen 
(T) fTfilfiffenen Mannigfaltigkeit. 

keit teilt den 2 ^ 1 -dimensionalen Eaum 
wci ytiicke, sobald n>l ist. Wir haben sie uns 
maiogitj einer Eaumknrve im gewohnlichen dreidimensiona- 
i.aume zu denken. Sie schlingt sich um gewisse (2n — 2)- 
nsionale Mannigfaltigkeiten herum, und zwar sind das folgende: 


wobei als unveranderlicb, als die laufenden Koordina- 

ten anzusehen sind; und sie laBt sich nicht auf einen inneren 
Punkt von (T) stetig zusammenziehen, ohne dabei mit diesen 
Mannigfaltigkeiten zu kollidieren. 

Uber gewisse Verallgemeinerungen dieses Begriffs wird im 
Madison Colloquium, S. 135, § 2 berichtet; vgl. unten S. 45, 
Anm. 1. 


analytisch verhalt, so hat man diesen Satz nicht notig. Die bewuBte Eigen- 
schaft ergibt sich dann unmittelbar aus den Hypothesen des Satzes. 

1) Turiner Abhandlimg vom Jahre 1831. — Exercices d' analyse 2 (1841), 
p. 55, woselbst der Beweis des 2. Theorems erkennen laBt, das Cauchy 
dies© Verallgemeinerung der Integralformel als unmittelbar evident erachtete. 



§ 11. Folgenmgen aus der Oauchyschen IntegraJformel 
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§ 11. Folgenxngen ans der Caneliysclieii Integralformel. 

Ans der Cauctiysclien Integralformel ergibt sich sofort die 
Existen 25 und Stetigkeit aller partiellen Ableitungen der Fnnktion, 
sowobl nacb als auch nach x-^ und yj^, und war verhalten sich 
dieselben samtlich analytisch. 

Die Formel (1) von Bd. I, S. 314 nimmt bier fiir den Fall 
n = 2 folgende Gestalt an: 

^ic+if _ -kill f dt, r 
V i dz\d4 (2:^^)V Gi — 

Der Satz der Differentiabechnung betreffend die Umkebrxing 
der ' Eeibenfolge zweier Differentiationen bebalt aucb fiir analyti- 
sche Funktionen komplexer Argumente seine Giiltigkeit bei. 

Cauchys Abschdtzung. Sei /(%, yZ^ im Innem des Kreis- 

zylinderbereicbes (T) == (Ti, . . T„), 

T&: \^h — cLic\<rTo, 

analytisch und am Eande von (T) stetig. Bezeichnet man nait M 
den groBten Wert von | / | am Eande, so ist 


( 2 ) 


cz’^l . . . 


{z) = (.a) 





M. 


DaB I /(%, . . .,a„) \ ^ M 


ist, sowie daB iiberhaupt fiir jeden Punkt (z) von (T) 


I /(%, ■ • I ^ M 

ist, subsumiert sicb ja unter den allgemeinen Satz von § 5, S. 11. 
Gilt das Gleichheitszeichen fiir einen Punkt (fi,...,Cn) von (T), 
wobei nur fiir einen bestimmten Wert von Jc \ Ck \ < ist, so 
hangt von Zj, nicht ab. 

Wie man sieht, befindet sich jeder der Eandpunkte, in welchem 
die Funktion | / | ihren groBten Wert annimmt, unter den Punkten 
der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit {{ti, . , .,1^)} , \tk\=rk, 
k = 1 , . . n, sofern /(f^, . . z^) von alien n Argumenten wirk- 
iich abhangt. In jedem anderen Falle befindet sich jedoch minde- 
stens ein Punkt, in welchem | / | den groBten Wert erreicht, unter 
der genannten Menge. 
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Die reeUm mfferentialgleichungen zweiUr Ordnung. Sei 

y] = U vi — f (%> • • •» ^«) J % + ^Vlci 

eine in einem Bereiche T analytische Bunktion. Aus den Cauchy- 
Eiemannschen Differentia^leiclrangen, hier 2w an der Zahl, 

- ^ i = 1, . 

® dx-k dyjc 

ergibt sich dann sofort, da6 




d^’ 


(A) 




+ 


d^u 


■ 0 , 


d‘u 


d^u 


Zxkdxi^ dyicdyi dzT^dyi dxidyic 

ist, wobei k,l unabhangig voneinander die Werte durch- 

laufen.^) erhalt so im ganzen w® lineare Differentialgleichun- 

gen zweiter Ordnung. denen der reeUe Teil u der Punktion ge- 
niigen inuJB. Piir den Pall h == 2 sind es folgende. 


( 4 ) 


d^u . __ ^ 

dxl'^dyl ’ 


d^u , _ A 

dxl'^dyl ^ 


d^u 

dxt dx2 


d^u 


= 0 , 






: 0 . 


dyidy^ ^ dxidyz d x%dyx 

uond umgekehrt u, v zwei simultane Lbsungen^) des 
von Differentialgleichungen (3), welche in T eindeutige 
Funkti^ncn sind, so wivd u iv eino in T cincilytischo FuTiktion 
von . • - j^n) 

Wir fiigen noch den weiteren Satz hinzn: 

2. Satz. Genilgt u dem System von Differentialgleichungen (A), 
und hdngt T aufSerdem linear einfach zusammen, so giU es noch 
eine zweite Funktion v derart, daf3 u vi sich in T analytisch 
verhalU und zwar ist diese Funktion his auf eine additive rein 
imagindre Konstante vbllig hestimmt, 

Zum Beweise bilde man das Kurvenintegral 
(^,y) 


'-/ 2 - 

(rt, b) ^ =1 




1) Poincar6, Comptes rendus 96 (1883), p. 238; Acta Mathematica 2 
(1883), p.99; ibid. 22 (1898), p. 112. 

2) Unter einer Losung des Gleichungssystems (3) verstehen wir zwei 
Fiinktionen u, v, welche nebst den in Betraoht kommenden Ableitungen stetig 
sind und den vorgelegten Differentialgleichungen genugen. — Eine ahnliche 
Erklarung gilt auch fiir (A). 
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erstreckt yom festen Punkte (%, 5^, bis zum yerander- 

lichen Punkte • • - j Vn)- Passelbe ist yom Typus 

r' 

J P idxi + . . . 4 - P^dx^, 

{a) 

Damit dieses in einem linear einfach zusammenhangenden Bereicbe 
yom Wege unabhangig sei, ist unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der Pjc nebst der ihrer Ableitungen erster Ordnung notwendig und 
hinreicbend, daB 

dPjc _^dPi 
dxi dxjc 


sei. Im yorliegenden Palle decken sicb diese Bedingungen geradezu 
mit den Gleicbungen (A).^) 

Unter einer harmonischen Punktion yon m reellen Variabelen 
£Ci, yersteht man eine reelle Losung der Laplacesehen 

Gleichung 


d^u , , d^u 

^ dxl 


0 . 


Wie man sieht, ist der reelle Teil einer analytiscben Punktion 
mebrerer komplexen Variabelen, -sf* = ccfc + (fe = 1, . . eine 
barmoniscbe Punktion der 2n reellen Variabelen cc 2 , . - 2/n* 

Das Umgekebrte trifft indessen im abgemeinen nicbt zu. Soli eine 
barmoniscbe Punktion u yon der reelle Teil einer 

analytiscben Punktion yon sein, so miissen nocb die 

Differentialgleicbungen (A) erfiillt sein. Die Punktion beiBt dann 
biharmonisch^) 

Eine dquivalente kom^lexe Form. Poincare bat a. a. 0. den 
Differentialgleicbungen (A) nocb eine andere Porm erteilt, indem 
er an Stelle der Argumente yj^ neue Variabelen Ck yermoge 
folgender Gleicbungen einfuhrt: 


^k=^jc + iVk, Ck=^k — 

Es folgt namlich aus der Cauchyschen Integralformel, wie sogleicb 
nachgewiesen werden soil, daB u analytisch von den 2n Argu- 
menten Xi, . . . , yn abhangt, so daB also die komplexe Transfor- 
mation gestattet ist. 


1) Zum Beweise dieses Satzes laJBt sich die Methode von (I, S. 148/9) 
unmitt elbar verallgemeinern. 

2) Poincare, Acta Mathematica 22 (1898), S. 112. 
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indem man 


VVJ.J. XU 

Hierdurch geht das System (A) in folgendes System v( 
Gleichnngen iiber: 

(B) - 0 


Die Pnnktion u bat mithin notwendig die Porm^) 


Oder auen 

U = ^(3^ + %y^, 


wo jp und y> von ihren Argumenten analytisch abhangen n 
di. s« , + , 

Der ausstehende Nachwis wird so gefiihrt. Sei w = 
Kreise |^|<r analytisch nnd am Rande desselben stetie^ 
eigibt die Cauchysche IntegraKormel, 


f{z) = ^_ CtMl 
2m J t~z’ 


setzt, dafi 


t = re»*, /(<)re«*-= 17+ Fi 


%n 

~ 1 c 

■ u 1 / = - — I . 

2 nJ , 


r cos e — * + i(r sin 0 — y)> 


ist Letzteres Integral steUt jedoeh nach 8 8 q q . ■ 

tische Punktion der beiden nnohh- • ^ ©me analy- 

»mdm nn.bh.ag.6e„ 


I) B..™ 


unter Berucksichtiguna (jog TT-rYi«3fQ j j 

ebenso 3u/3^, Jcht 4 n ^ faB von (f, , ^ 

Darstellung der Differenz ^ - ^n) abhangt. Auch die in § 5 benOtete 
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X, y in der Nahe des Anfangs dar, welche fiir reelle Werte von 
X, y mit dem reellen Teil von w nbereinstimmt. DaB dies anch 
die einzige Punktion mit diesen Eigenschaften ist, wird nocli in 
§ 12 dargetan. — Die Verallgemeinernng auf den Fall melarerer 
Argnmente erhellt sofort. 

§ 12. Das Analogon des Mittelwertsatzes in der DijfferentialreclmTing. 

Der Satz von Bd. I, S. 332 laBt sich, wie folgt, verallgemei- 
nern.^) Wir sprechen iiin der Kiirze halber bloB ftir den Fall 
n = 2 aus. 

Satz. Sei f{z,w) in einem Zylind&rh&reiche (T) = T 2 ) 

analytisch und am Bands desselhen stetig, Dann Id^t sich f{z,w) 
in der Form darstellen: 

f{z, w) = f{a, h) + /i(a, h) {z — a)+ /^(a, h) {w ~ b) 

n — l 

+ ■ • • + 2 

+ Pq{z,w){z—' ay + Pj^{z,w){z — ay~-^{w — b) 

H h Pn{^,w)(w — by, 

wobei Pjs{z,w), fc = 0, 1 , . . im Bereiche (T) analytisch isL^) 

Der Beweis ergibt sich sofort, indem man die beiden Glei~ 
chungen 

1 _ 1 , ^ — a , , {z — g)^ ~ ^ {z — a)^ 

s — z s — a (s — a)^ ' (s — a)^ (s — a)^(s — z)^ 

1 1 w — b (w — (w — b)^ 

t—w ^ ^ 

1) Die Hauptresultate dieses Paragraphen lassen sich aus der auf un- 
abhangige Weise begriindeten Cauchy- Taylorschen Reihe direkt ableiten, und 
da nun der Leser sich doch mit der Reihentheorie vertraut machen muB, wird 
er vielleicht diesen kiirzeren Weg vorziehen. Die nachstehenden Entwicklun- 
gen haben indessen den Vorteil, durchaus elementaren Charakters zu sein, 
denn sie setzen die Reihentheorie keineswegs voraus. Es hat doch Interesse 
zu erkennen, wie weit man auch in der Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer komplexen Argumente prinzipiell auf die Reihenentwicklungen ver- 
zichten kann. Damit ist aber nicht gesagt, daB man es immer tun soil. 

2) Es sei nooh bemerkt, daB die Funktionen Pj. nicht eindeutig be- 
stimmt sind, da man beispielsweise zum ersten Gliede des Restes die Funktion 
(w — hy^ {z — a)^ hinzufiigen konnte, um dieselbe nachtraglich vom letzten 
Gliede wieder abzuziehen. 
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miteinander zusammenmultipliziert und den also erhaltenen Aus- 
druck fiir — — in die Cauchysche Integralformel ein- 

setzt. 

Eine besondere Eestimmung der Eunktionen kann 

man explizite binschreiben, indem man von der folgenden allge- 
meinen Eormel ausgeht. Sei 


Sei femer 


wobei mm stets H 1 - 7c, 


n ist. Endlicb sei 


-2 durch den Wert: 


• V Zm) - z^), 

die sogleich zu beniitzende Eelation: 

• • •, ^J(l 

sieh'^rifl Wnznschreiben, worauf 

( stutzt, und zwar ist das folgende: 


il — ■) — 'S'n-i (^1, . . . . ., 2 ,„_,) 

-f- • • • ^n(^i ) ^ 

m + 1 erbracht I?, 1°'* i “ ™“ ” ’*“• 

= 1 + % -j ^ ^ 

1 — 


1 
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1st nun die Formel richtig, wenn m — 1 an Stelle von m tritt, so 
wird sie auch fiir m = m gelten, falls 

ist, und nach (b) trifft dies stets zu. 

Fiir den Fall m = 2, Zi = x, z^ = y, nimmt diese Formel die 
Gestalt an^): 

(l_a,)V-2/) = ^ + ^ + y+^° + ^^ + y' + --- 

+ a:”-i + a:"-% + • • ■ + «»-i + 

1 — 2/ 

+ (l_a:)(l_2/)- 

Setzt man minmehr 

1 1 1 


- ig) (t — -Mj) 


(._a){l_?_“) (f_6)ji. 

w — b 


w — b 
■ f^h 


X = 


y = 


t—b'^ 


so ergibt sich die in Aussicht genommene Darstellung: 

Poi^, w) = 




Fjciz, w) = 7 V, ^ I ds f ^ 


-z) (t — w)’ 
f(s, t)dt 


-Jr+l 


0, C, 






Im Falle m > 2 wird man als Indizes der P die Exponenten 
von (^1 — ffli) , . . . , — a^) nehmen. Fiir m = 3 wird 

Pnoo(^i> ^2, ^a) = 

6i Cz 


(%» ^ 2 ? ^ 3 ) — - I ^ ^^2 J * ■ 

^2 ^'3 




'(fa — a2)*'-'(s2 — ■«2)(f3 — 23 ) ’ 

A-jl + A-2 = n , 0 < A-^; 


^'1 ^2 


A'l + A, V/.3 = /i, 0<A-3. 


1) Indem man x mit y vertauscht und die beiden Gleichungen zusam- 
menaddiert, erhalt man rechter Hand einen symmetrischen Ausdruck. 
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AbscMUung der Funktiomn ^m) ■ Sei 

[iq L(Ki,...,Em) ein innerlialb (T) belegener Kreiszylinderbe- 
reich, wobei K{ aus folgendem Kreise besteht: 


und sei femer TCi die kiirzeste Jintiernung eines lunK 
Kreises von einem Eandpunkte des Bereiches T^. End 
il/ dor groBte Wort von | /(^i> • • •? ^m) 1 ^ (.P)> also am 
von (T). Dann ist offenbar im EaUe m = 2 unter Wii 
nahme der friiberen Bezeichnungen 

1 7> A \ I ^ ^ ^ 

• n /■ \ I 1 ML^Lj 

I = (Bi + 5<i)”-* + ^(Ba + ’ 

wo Li die Lange der Berandung von Tf bedeutet. 

Hieraus ergibt sich weiter die einbeitliohe. Abschatzung 


rhalt man im allgemeinen Ealle die Ab- 


^(,%j • • •) I ^ 


_1 ML,...L^ 

(2»)“ (E, + . . . (B„ + X,... 



Lehrsatz. 1st f{zi, . . .,z„) in einem Bereich T analytisch, und 
verschwinden sdmtliche Ahleitungen der Funktion in einem einzigen 
inrwren Punkte (a) von T, so hat f im ganzen Bereiche (T) einen 
konstanten Wert. 


Der Beweis wird ahnlich wie im Ealle n = 1 (I, 7 § 7, S. 334) 
gefiihrt, indem man zuerst zeigt, daB /(^i, «n) — a„) 

in der Nabe von (a), und zwar in jedem, in T belegenen Kreis- 
zylinderbereicbe mit dem Mittelpunkte (a) identisch verschwiudet. 

Sei [Zi, .. .,Z„) ein beliebiger innerer Punkt von T, und man 
verbinde (a) mit (Z) durch eine regulars innerhalb T verlaufende 
Kurve F. Jetzt fasse man alle Punkte von F ins Auge, in doren 
Lmgebung obige Different identisch verschwindet. Sollte F hier- 
imt noch nicht erschopft sein, so ist vor allem klar, dafi die Punkte 
(i,) von F, in deren Nahe die genannte Differenz nicht identisch 
verschwindet, eine abgesehlossene Menge bilden. Sei (c) der erste 
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§ 13. tJber mehrfacli unendliche Reihen 

Punkt (f), der von (a) aus erreicht wird. Dann kann man offenbar 
in der Nahe von (c) einen Punkt ( 6 ) finden, in dessen Umgebung 
jene Differenz identiscb verschwindet, und welcher auBerdem der 
Mittelpunkt eines den Punkt (c) im Innem umfassenden Kreis- 
zylinderbereiches ist. Hiermit ist man zu einem Widerspruch ge- 
fiibrt worden, womit derm der Beweis geliefert ist. 

Der Satz laBt sich aucb vermoge der Taylorschen Eeibe und 
der Eindeutigkeit der Darstellung durcb dieselbe beweisen. Da nun 
aber dieser Satz, wie in § 15 auch betont wird, ohne Anwendung 
der Entwicklungen dieses Paragraphen begriindet werden kann, so 
konnte man den obigen Lehrsatz dem § 15 einverleiben und den 
gegenwartigen Paragraphen streichen. 

Aus diesem Satz geht der folgende Satz unmittelbar hervor, 

Identitatssatz. Ist analytisch im Bereiche T 

und verschwindet diese Funktion identisch in einem zweidimensionalen 
Teile von T, so verschwindet sie ulerall in T. 

Sind und 9 ? 0 ^) heide analytisch in einem 

Bereich T und stimmen ihre Werte in der TJmgelung eines Punktes 
von T miteinander uherein, so ist in jedem Punkte von T 

/(%> • • = <P{H, ■ • 

Scharfere Identitatssatze lassen sich nach Art des Satzes von 
Bd. I, S. 353 aussprechen. 

1st f{zi, . . Zn) in einem Punkte (a) analytisch und verschwin- 
det f fur alle in der Ndhe von (a) helegenen Punkte (a^ -f iCi, . . 
a^ + Xn), wo die sdmtlich reell sind, so verschwindet f identisch. 

AUgemeiner sei f{zi, . . im Punkte (a) analytisch. In jeder 
Zj^Ebene sei eine ahzdhlbare Menge mit der Hdufungsstelle aj^ 

gegehen. Verschwindet dann f in jedem Punkte der ahzdhlharen 
Menge { . . ., ? u^obei die n Koordinaten U7iabhdngig 

voneinander beliebig gewdhlt werden, so verschwindet f idejitisch. 


§ 13. tiber mehrfach unendliche Reihen. 

Definition. Sei 

'Wmj. = f{mx, . . m„) 

eine fiir alle nicht-negativen ganzzahligen Werte der Argumente 
eindeutig erklarte Funktion. Unter einer n-fach unendlichen Reihe 
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AhscMimng d&r Funktionen ,...,*„(%>•••> ^m) • Sei 
ein innerhalb (T) belegener Kreiszylinderbe- 

reicb, wobei Ei aus folgendem Kreise besteht: 


Kr. 


I — ^i \ — 




und sei ferner Xf die kiirzeste Entfemung eines Punktes dea 
Kreises Ei von einem Eandpunkte des Bereiches Tj-. Endlicb sei 
M der groBte Wert von | ^m) I in {T), also am Eande 
von (T). Dann ist offenbar im Ealle m = 2 unter Wiederauf- 
nahme der fruberen Bezeicbnungen 


( P / M ^ ^ ML^L^ 

[^> 1 ^ (2;iy (El + ;«i)«xi%' 

1 71 / 1 1 1 MLiZii 


WO Li die Lange der Berandung von T,- bedeutet. 

Hieraus ergibt sich weiter die einheitliehe Abschatzung : 


|Ps(«, w)|^ 


MLiU 


i = 0, i,...,* 


(2^ny ’ 

rhalt man im allgemeinen Falle die Ab- 


,(%> 


MLi . . .L^ 


(27t) (Bi -f- , {Bqn “f" ^m) 


Lehrs a tz. Ist .^^n) in einem Bereich T analytisch, und 

verschwinden sdmtliche AUeitungen der Funhtion in einem einzigen 
inneren Punkts (a) von T, so hat f im ganzen Bereiche (T) einen 
konstanten Wert 


Der Beweis wird ahnlich wie im Faile n = 1 (I, 7 § 7, S. 334) 
gefiihrt, indem man zuerst zeigt, daB /(^i, . . ^n) — /K^ • • ^n) 
in der Nahe yon (a), und zwar in jedem, in T belegenen Kreis- 
zylinderbereiche mit dem Mittelpunkte (a) identisch verschwindet. 

Sei ein beliebiger innerer Punkt von T, und man 

verbinde (a) mit (Z) durch eine regulare innerhalb T verlaufende 
Kurve P. Jetzt fasse man alle Punkt e von P ins Auge, in deren 
tlmgebung obige Differenz identisch verschwindet. Sollte P hier- 
init iioch iiicht erschopft sein, so ist vor allem klar, daB die Punkte 
(;) von .r, in deren Nahe die genannte Differenz nicht identisch 
verschwmdet, eine abgeschlossene Menge bilden. Sei (c) der erste 
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§ 13. tiber mehrfacb miendliohe Reflien 

Punkt (C), der von (a) ans erreicht vdrd. Dann kann man offenbar 
in der Nabe von (c) einen Punkt (1) finden, in dessen Umgebung 
jene Differenz identiscb verschwindet, und welcber auBerdem der 
Mittelpunkt eines den Punkt (c) im Innem umfassenden Kreis- 
zylinderbereicbes ist. Hiermit ist man zu einem Widerspruch ge- 
fiibrt worden, womit derm der Beweis geliefert ist. 

Der Satz laBt sicb aucb vermoge der Taylorseben Reihe und 
der Eindeutigkeit der Darstellung durcb dieselbe beweisen. Da nun 
aber dieser Satz, wie in § 15 auch betont wird, ohne Anwendung 
der Entwicklungen dieses Paragrapben begriindet werden kann, so 
konnte man den obigen Lebrsatz dem § 15 einverleiben und den 
gegenwartigen Paragrapben streicben. 

Aus diesem Satz gebt der folgende Satz unmittelbar bervor. 

Identitatssatz. Ist ,; 2 ^) analytisch im Bereiche T 

und verschwindet diese FunTction identisch in einem zweidimensionalen 
Teile von T, so verschwindet sie uherall in T, 

Sind /(%, . . und cp{zi, , , z^ heide analytisch in einem 
Bereich T und stimmen ihre Werte in der Umgelung eines Punktes 
von T miteinander uberein, so ist in jedem Punkte von T 

f {^1 }••• 9 ^7n) ~ 9^ (% > • • * > ^m) • 

Scbarfere Identitatssatze lassen sicb nacb Art des Satzes von 
Bd. I, S. 353 aussprecben. 

Ist f{zi,...,Zn) in einem Punkte {a) analytisch und verschwin- 
det f fur alle in der Ndhe von (a) belegenen Punkte (a^ + . . ., 

On + ^n) j '^0 die Xjc sdmtlich reell sind, so verschioindet f ideiitisch, 

Allgemeiner sei z^) im Punkte (a) analytisch. In jeder 

z^-Ebene sei eine abzdhlbare Menge niit der Hdufungsstelle 

gegeben. Verschwindet dann f in jedem Punkte der abzdhlbaren 
Menge { ? 'i^obei die n Koordinaten unabhdngig 

voneinander heliebig gewdhlt werden, so verschwindet f identisch. 


§ 13 . tiber mebrfacli unendliclie Reihen. 

Definition. Sei 

nmy , . . . , ~ f {m ^ , . . . , m^f) 

eine fiir alle nicbt-negativen ganzzabligen Werte der Argumente 
eindeutig erklarte Eunktion. Enter einer n-fach unendlichen Beihe 
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versteht man den Ausdrucki) 

(A) oderauch 

und definiert dann die Komergenz, Divergenz und den Wert der 
Eeilie wie folgt. Man ordne die vorgelegten Glieder zu 

einer ’einfachen Eeihe an, derart, daB jedes dieser Glieder einmal 
und nur einmal darin auftritt. Konvergiert nun jede beliebige der- 
artige Eeihe, so heifit die mebrfache Eeibe hmvergent; im anderen 
Fade IieiBt sie divergent.^ 

Bekanntlich besteht erne notwendige und hinreichende Bedia- 
gung fur die absolute Konvergenz einer einfach unendlichen Eeihe 
darin, da6 jede dutch Umordnung der Glieder derselben daraus 
entspringende einfache Eeihe konvergiere. Hieraus erkennt man, 
daB eine mehrfache Eeihe stets dann und nur dann konvergiert, 
wenn eine der derselben entsprechenden einfachen Eeihen absolut 
konvergiert. Diese einfachen Eeihen haben daher alle denselben 
Wert U, welchen wir nun der mehrfachen Eeihe als Wert beilegen, 
Im Falle m = 2 koimen wir dem Symbol (A) noch folgendes 
Schema an die Seite setzen: 

•y 

mW -f- + • • • 

^ ' d 


1) In jiingster Zeit hat Hilbert [Hamburger Abhandlungen 1 (1922), 
S. 157], auf eine Idee von Heine [Joum. f. Math. 74 (1872), S. 176] zuriick- 
greilend, das Zeiclien (d. h. Federstrich, Druokkomplex etwa von Buohstaben 
und sonstigen Linien, wie z. B. bei den Determinanten und den Charakteren 
des Logikkalktils) als das eigentliche Element zugrunde gelegt, worauf die 
ganze Mathematik aufgebaut werden kann. In diesem Sinne besteht die De- 
finition der mehrfachen Reihe geradezu in dem hinter (A) gedruckten Zeiohen, 
sowie auch (falls n = 2) in dem als damit gleich erklarten Zeichen des imter 
(B) hingeschriebenen Schemas. Alles andere, was im Texte gesagt ist, dient 
bloB dazu, den weiteren Begriff der Konvergenz und Divergenz festzustellen. 
Die Reihe ist das Zeichen; ob ihr noch eui Zahlwert beigelegt wird, ist eine 
weitere Frage. So kdnnte man beispielsweise, ohne der Logik nahezutreteii, 
die biimme und das Produkt zweier Reihen definieren, gleichviel ob dieselben 
koiivergieren oder nicht. Der inhaltsreichste Fall ist zwar der, daB beide 
Reihen konvergieren, und so beschrankt man sich denn zunachst daraiif ie- 
diglich aus ZweckmaBigkeitsgrunden. — Im iibrigen habe ich diese Erklarung 
der imendlichen Reihen in meinen Vorlesungen auch schon liinger gebraucht. 

2) Es sei noch bemerkt, daB in anderen Teilen der Mathematik, wie z. B. 
in der Theorie der Pourierschen Doppelreihen, andere Definitionen der rnehr- 
fachen Reihen am Platze sind. 
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Damnter wollen wir ancli eine Doppekeihe Yerstehen. 1st m > % 
so kann man sick das entspreckende Schema im m-dimensionalen 
Eanme konstrniert denken. 

Hinfort besckranken wir nns anf den Fall m =2, da sowohl 
die Satze als die Beweise eine unmittelbare tibertragung auf die 
koheren Falle gestatten. 

Aus der Definition der Eonvergenz einer Doppekeike erkennt 
man sofort, daB die Eeike (B) stets darm und nur dann konver- 
giert, wenn die ans den absoluten Betragen der Glieder von (B) 
gebildete Doppekeike: 

konvergiert. 1st nun 

eine konvergente Doppekeike reeller Glieder, und ist ferner 

I I ^ N + n, 

wo N eine feste Zakl bedeutet, so konvergiert offenbar die vor- 
gelegte Doppekeihe (B). 

Bine besondere einfacke Eeike entstekt aus den Gliedern der 
Doppekeike durck sckrage Summation: 

+ uf + H . 

1. Satz. Konvergenzkriterium. Vorgelegt sei eine Doppel‘ 
reihe (B), deren Glieder reell und positiv oder Null sind: 

0 ^ . 

Damit dieselhe konvergiere, genilgt, 

a) da/S jede Zeile von (B) konvergiert: 

™ -f + • • • ; 

b) daj^ die Beihe der 
konvergiert. 

Sei U' der Wert dieser letzten Eeike. Aus der Eeike (B) greife 
man in willkurlicher Weise eine beliebige Anzahl von Gliedern 
keraus und bezeichne ikre Summe mit S. Wir wollen zeigen, daB 
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Sei 3 ' — 1 der groBte "Wert des oberen Index n eines in S 
auftretenden Gliedes und man bilde die Summe: 

+ wd) + • — f- . 

Letztere wird aucb duxch die Ereihe 

M'f! + + • • • + ^ 1" H 

dargestellt. Diese Eeibe entbalt aber alle GHeder von 8. Mit- 
hin ist 

S^s,, 

Andererseits ist aber 

^ TJ', 

und hiermit ist der Satz; bewiesen. 

Die Bedingung ist auch notwendig; vgl. den nachsten Satz. 

2. Satz, Komergiert die Do'p'pelreilie (B), so honvergiert erstens 
jede Zeile derselben ahsolut: 

ypc) ^ ^{l) ^ A' = 0, 1, 2, . . 

Eeihe der ahsolut; und drittens ist der 
..h dem Werte U der Doppelreihe: 

U == ^(0) +- ^(1) + * • • . 

Jer erste Teil des Satzes ist riclitig, da die Glieder eiiier Zeile 
bloB eine Auswahl von Gliedern aus einer bekanntlich absolut 
konvergenten Eeihe sind. Um den Beweis der weiteren Teile zu 
fiihren, setzen wir 

I nj(n) I oj(n) 

I m 1 m 

und bilden die Doppelreihe 

( 0 ) 22 ’t'- 

Nacb den Voraussetzungen des Satzes muB dieselbe konvergieren; 

ihr Wert 'werde mit V bezeichnet. Dem ersten Teile des Satzes zu- 
folge konvergieren nun die Zeilen dieser Eeihe; sei 

^ -y W -p . . . ^ 

[-^(‘-1). 

Daiiii ist auch 

H [- u(-i) + uW + [- ^,(.-1) + uf -1 . 
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Da nun aber 0 g ist, so ergibt sich, daB 

K^V 

ist, woraus denn die Konvergenz der Reibe 

ijW 4- 4" ‘ * 


hervorgebt. Hiermit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen, denn 
es ist 

I I < 

Der Wert der Reibe der werde mit U\ die Summe der 
ersten n Glieder derselben mit bezeicbnet: 

Sn = 4" H h 

Um den Beweis nocb fertigzustellen, sei 


n;>- 

k = Q j = 0 k = 0 j — 0 

and man nebme eine positive Zahl s beliebig klein an. Dann gibt 
es zwei feste Zablen fi, v derart, daB 


F-T(;)<£ 


bleibt, sobald nur ^ ^ m und v genommen werden. 
wird aber aucb 

1 

sein. 


Jetzt 

I" fj ^ m , 
[ v^n 


Des weiteren werde v' so gewahlt (und dann festgehalten), daB 


I D'-s„| <£ 

bleibt, sobald nur r' ^ n genommen wird. 

Sei N die groBere der beiden Zahlen v,v'. Dann ist: 

i) 

ii) \U'-s^,,\<s. 

Jetzt kann man aber /x' so wahlen, daB 

1 S,. - SW) I < £ 

1 A m 1 

Os good, Eunktionentbeorie. 11,1. 2. Aufl. 
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bleibt, sobald nur jn' genommen wird. Sei M die groBere dei 
beiden Zahlen Daim ist 

iii) 

Aus der Eelation i), geschrieben fiir m ~ M, nebst ii) und 
iii), ergibt sicb nun, daB 

\U-U’\<Se 

ist, und damit ist auch der dritte TeH des Satzes bewiesen.^) 

Zusatz. Der Wert emer hmvergenten Dofpelreihe loird erhal- 
ten, indem man sowohl nach den Zeilen als auch nach den Kolonnen 
summiert. 

Konvergiert namlieb eine Doppebeihe, so konvergiert auch die 
neue Doppelreihe, welche dadurch entsteht, daB man die Zeilen 
mit den Kolonnen vertauscbt, d. b. daB man die Glieder an der 
Diagonals spiegelt. 

Diese Eolgerung aus dem 2. Satze gibt zu einem wichtigen 
Thfiorem AulaB welnhfts wir hiermit aussprechen. 

eiegi sei eine hmvergente unendliche Beihe: 

w® + + • • • , 

sren Glieder wieder honvergente Beihen sind: 


^(0) _ y(^0) _|_ ^0) 4- _j ^ 

mW = m( 2) + w(2) + „(2) ^ 


ist Umkehrung dieses Satzes nicht moglicl 

SreiSt Hi """ Konvergenz der Doppelreihe (B) S1 

zeigt konvergiert ebenfalls absolut“, wie folgendes Beispie 


1-I+0 + 0 + ... 

0 + -3- j 4- 0 4- • • • 

-H--- 


0+04-] 
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Man hilde die Beihen aus den Kolonnen dieses Schenias: 

+ uf> + * • - / 

+ u^^ + uf) H , 


Soil jede dieser Beihen absolut honvergmren: 

^ 4 = -1 , 

und soil die aus diesen Werten geiildete Beihe ebenfalls ahsolui kon- 
vergieren; soil endlich der Wert dieser letzten Beihe 


'^0 U2 -{- • • • 

gleich dem Wert der vorgelegten Beihe sein; so geniigt dazu die 
Konvergenz der ents'prechenden Do'p'pelreihe. 

DaB der Satz nnr eine hinreiohende, aber keine notwendige 
Bedingung vorstellt, zeigt das in der Anmerkung anf S. 34 ge- 
gebene Beispiel. 

Wir konnen diesem Satze auch die folgende Pormulierung er- 
teilen. Damit alle in den beiden iterierten Beihen 

00 00 00 CO 

n = 0 7H=:0 m = 0 n = 0 

auftretenden Beihen absolut honvergieren, sowie die iterierten Beihen 
selbst denselben Wert haben, geniigt die Konvergenz der Do'ppelreihe 

Diese Pormulierung hat den Vorzug, daB dabei der Unter- 
schied zwischen einer mehrfachen Beihe und einer iterierten Beihe 
scharf betont wird. Das allgemeine Glied beider Eeihen ist zwar 
das namliche, im Palle w=2 hat man einfaeh 

Wahrend nun aber die mehrfache Eeihe durch einen einzigen ein- 
fachen Grenziibergang ausgewertet wird, tritt bei den iterierten 
Eeihen ein doppelter Grenziibergang auf, indem man zuerst — 
urn beim einfachsten Falle zu verbleiben — die Eeihe 

2 Um = 
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berechnet, worauf noch ein zveiter Grenziibergang, 

Torgenommen wird. 

Die entsfrechenden Satze im Falle m>2. Die soeben bespro- 
cbenen Satze tibertragen sicb sofort auf m-fache Eeihen, m > 2, 
zerlegen sich aber dabei in verscbiedene Gruppen. 1st beispiels- 
'R-eise m = 3, so laJBt die konrergente 3-fache Eeihe 

TJ = ^ ^ 

nioht nur jede der 6 Darstellungen zu: 


00 00 00 

m^ — 0 mj = Q = 0 




wobei i,j, k die drei Zablen 1,2,3 in beliebiger Eeihenfolge be- 
denten. Dazu gesellen sich noch die 6 weiteren Pormeha: 


U = 22 {2u., 


7tu — 0 


m; = 0 




i-fachen Eeihe 

TJ=2222 

iprechen ebenso 

a) 24 Darstellungen 

00 00 00 00 

{7 J 

Mj- = 0 my = 0 m^ = 0 m^ = 0 

b) 8 Darstellungen 

V ’‘2(222 222i2u..,.,^.J; 

^ = 0 

c) 6 Darstellungen 


22 (22 

mi , lUj nif ^ , nil 

Analogie mit den melrfachen Integralen. Wie man sieht, 
lierrscht bier eine vollstandige Analogie mit dem Fundamentalsatz 
der ^ Integralrechnung, wonach ein mehrfaches Integral durch ein 
iteriertes Integral ausgewertet wird. 
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tJher das Produkt mehrerer Beihen. Sind zwei absolnt konver- 
gente einfache Eeihen 

U = Uq U2 , 

V = -^0 + % + d 

vorgelegt, so laBt sich bekanntKch ihr Produkt diirch eine eben- 
falls absolnt konvergierende Eeibe, wie folgt, darsteUen: 

UV = UqVq + + %'?;o + ^0^2 + %% + ^ 2^0 + ^0^3 + • • •• 

Dieser Satz wird mit Hilfe einer Doppelreihe in anBerst ein- 
facher Weise begriindet. Man beweist namlicli sofort mit Hilfe des 
1 . Satzes die Konvergenz der Doppelreihe 

'^o'Oq + UqV^ + H 

+ %^2 d 

U^Vq + + ^2^2 d 


Indem man diese Eeihe einmal durch den 2. Satz, sodann 
aber durch schrage Summation auswertet, ergibt sich der ge- 
wiinschte Beweis. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf das Produkt mehrerer 
ein- Oder mehrfacher Eeihen springt sofort in die Augen und wird 
ebenso, wie vorhin, bewiesen. Insbesondere erkennt man die Eich- 
tigkeit folgender Pormeln: 


(1— (l—w) 
1 


(1 — ^ 1 ) ... (1 — 


= 1 + z + w + + ZW + 10^ + + 


■ 4- %% H h 


+ ^1^2^3 + H r 2 ^m—1 

+ • 


Dabei steht rechter Hand eine besondere, aus der Doppel- bzw. 
m-fachen Eeihe 






gebildete einfache Eeihe. Letztere Eeihen konvergieren im Kreis- 
zylinderbereiche 

I 2 I < 1 , 1 w 1 < 1 bzw. I I < 1 , 
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§ 14. TTIjer Potenzreihen. 

Unter einer mehrfachen FoUnzreihe verstehen wir eine mehr- 
fache Eeihe von der Form 

(A) ^ ^ • • • '^n ‘ 

Auf solche Eeihen iibertragen ‘ sicb die Potenzreihensatze von 
Bd. I, S. 102, 851, wie folgt. 

1. Satz. Bl&iben die Glieder einer PotensreiJie (A) in eimm 
Punkte 

(Zi,...,Z„), 0<|Z,|, i = i 

mdlich, so Icomergiert dieseWe in jedem innerhalb des Kreiszylinders 


1^1 <1^.1, 


^ = 1, ...,n 


gehgemn Punkte (^i, . . 2^^)* 

Der Voraussetzung nach gibt es eine Konstante M derart, dafi 




Mn unabhangig voneinander alle nicht-nega- 
Werte durcblaufen. 

Mu^^cicioeits ein innerer Punkt des genannten 

I so ist 




< 1, 


/fc = 1, 


Indem man nnn 

G Z^n ~ a 7.^1 

^ ~ ^ \Zj 

setztj erkennt man, daB durchweg 


\G, 


mi... mn <^1 




<M 


«1 







Meibt. Eecbter Hand steht aber das allgemeine Glied einer kon- 
Yergenten Eeihe, vgl. § 13, Bnde, womit denn der Beweis er- 
bracht ist. 

Unter einer konvergenten Potenzreihe versteht man eine solche, 
welche mindestens in einem Punkte (^i, . . .^z^) konvergiert, dessen 
Koordinaten samtlich von Null verschieden sind. Nach dem vor- 
aufgehenden Satze konvergiert eine derartige Eeihe mindestens 
innerhalb eines bestimmten Zylinderbereiches (T) = (Tj, . . T^). 
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2. Satz. Die Gesamtheit der Konvergenzstellen z^) einer 

Jconvergenten Potenzreihe hildet einen 2n-fach ausgedeTmUn^ einfach 
zusammenhangenden Bereich %, wozu sick noch gewisse in den Eoor~ 
dinatenebenen hefindliche, au/Serhalb £ gelegene Bereiche von Di- 
mensionen, 1 — 1 , gesellen Iwnnen?) 

Der Band SR von % wird von jedem Stmhle 

L: ^]c = 0 < oo, {t, reell) 

0 < I 1 + • * • + 1 I > 

in einem einzigen endlichen oder unendlich fernen Punhte (C) getroj- 
fen. Vom Falle einer bestdndig konvergcnten Beilie abgesehen liegt 
(f) stets im Endlichen, sofern kein aj^ verschwindet, und SR verlauft 
ausnahmslos stetig, sowohl im Endlichen als auch im unendlich fernen 
Bereiche der 'projektiven Geometrie. 

Zum Beweise sei (Z), Zj^ 0, eine Konvergenz- 

stelle der Eeihe. Dann konvergiert die Eeihe mindestens im 2n- 
fach ausgedehnten Zylinderbereiche 

1st {a), a;i.4=9, i = ein innerer Punkt von (3, so wird die 
Eeihe zunaohst in jedem Punkte {ta) — {ta^, . . ta^) des Strahles 
L konvergieren, wofiir 0 ^ i ^ 1 ist. SchlieBen wir ein fiir alle- 
mal die bestandig konvergenten Eeihen aus, so miissen die Werte 
von t, wofiir ta eine Konvergenzstelle ist, eine obere Grenze r ha- 
ben, nnd zwar muB r > 1 sein. Dement sprechend konvergiert die 
Eeihe im Zylinderbereiche 

hfc 1 < T I 1, & = 

Dagegen divergiert sie in jedem Punkte (ta), wofiir t > r ist. 

Hiermit ist dargetan, daB die Eeihe in der vollen 27i-fach aus- 
gedehnten Umgebung einer jeden Stelle der endlichen Strecke 

konvergiert, wahrend sie andererseits fiir Punkte einer jeden Um- 
gebung der Stelle (ra) divergiert. 

Ist dagegen (a) ein innerer Punkt von @, welcher in einer Ko- 
ordinatenebene liegt, so kann die Eeihe in jedem Punkte von L 


1) Naheres liber diese Bereiche findet sich am Schlusse des Paragraphen. 
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liegen iiiid an keine der Koordinatenebenen hmanreicben. Demge- 
maB ist 

(1) B < ^ ^Iso fi ^ (tq — 1) 

Sei {z') ein willkiirlicber Punkt von IX und (C') == (r" z') der 
entsprechende Punkt von SB. Wir wollen t' abschatzen. Ick be- 
baupte nun: fiir mindestens ein Wertepaar i,j ist 


Ware namlich 


p, + £==^ =^7=:^* 


so miifite wegen der Beziehung 


I 1 


k = Ij 


h = 1 ^ n, 


die Ungleichung statthaben: 

1 1 = t' i I > BfcTo, = 

Mithin konvergiert die Eeihe in einem den Bereich Sq im Innern 


enthaltenden Bereiche 


h\<\tA> 


was gegen die Voraussetzung verstoBt. 

In ahnlicher Weise beweist man, daB die Annahme: 


-•'/C-'U , , 

^ P 1 T > A'— 1, n, 

zu einem Widerspruch fiihrt. 

Aus der Eolation (2) ergibt sich sofort, daB r eine stetige 
Funktion von {z) im Bereiclie IX ist. Sei A die Lange der Kon- 
vergenzstrecke, also 

^ = r]/ii7rT^T^* 

Dann ist aucli X eine stetige Funktion von [z). 

Bine bequerne Wahl der Koordinaten der durch die 

Umgebung des Punktes (a) durchgehenden Strahlen ware folgende. 
Die Variabele z-^ werde auf einen in der Nahe des Punktes ^ 
gelegenen Bogen des Kreises | | = beschrankt : 

% = 

Die iibrigen z^^ =i mogen unbeschrankt in der Nahe der 

beziiglichen Punkte a;, verlaufen. Dann liefern die Variabeleii 
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p „ y das in Anssicht gestellte Koordinatensystem. 

Yon diesen 2w-l Variabelen hangt X stetig ab, womit denn be- 
wiesen ist, dafi 3K in der Nahe von eine stetige Manrdg- 
faltigkeit ist. 

Es bleibt noch der Eall iibrig, daB (f®) = {toa) in einer 
Koordinatenebene liegt und ein endlicher Punkt derselben ist. 
Um die Darstellung zu erleicbtem, sei = 0, 1%! =i?j.4=0, 
i=i „_i. Wir wablen e jetzt so, daB der Bereich 


U: 




I 1 <C 


\ H — \ 

in % liegt nnd an keine zweite der Koordinatenebenen binan- 
reicht. DemgemaB gelten die Eelationen (1) fiir h = 1 , . , , , n — 1. 
Sei {/) ein willkurlicher Punkt von XL und sei (t') = (r' z') der 
entsprecliende Punkt von SR. Dann wird mindestens fiir ein 
Wertepaar i, j, wobei sich nun i und j unter den Zahleu 
Ij..., n — 1 befinden, die Eelation (2) statthaben. Denn die 
Punkte (ta), 0^t<rQ des bewuBten Strahles liegen alle in 
imd keine anderen Punkte dieses Strahles liegen in %, Von bier 
ab verlauft der Beweis abnlicb wie im vorhergebenden Palle. 

Das Verfabren laBt sicb in ersicbtlicber Weise auf den Fall 
ausdehnen, daB mebrere aj^ verscbwinden. 

Unendlich feme Punkte von SK. Erstreckt sicb 33R ins Unend- 
licbe, so sei L ein Strabl, in dessen Umgebung Strablen liegen, 
deren zugehorige Langen, d. h. A-Werte nicbt endlich bleiben. 

J vor allem in einer oder mebreren Koordinatenebenen 
etwa 


4= b, 




0 . 


Des weiteren begt der ganze Strabl L in %, denn in einem 
endlicben Punkte von ist SJt ja stetig. 

Man erkennt ferner, daB jeder andere Strabl 


Z}:=tK, 0 gi<OO, bfc + 0 , = fe „=0 

ebenfalls ganz in % liegt. Denn einem beliebig groBen Werte von t 
entsprioht ein Bereich 

1 Zfc I < t I Uj. I, k = l,...,n~i; \Zn\<h, 

in welchem die Eeihe konvergiert, und nun braucht man t nur so 
anzunehmen, daB, nach beliebiger Wahl von t', 

* I ®/b I > i' I I , k = l,..., n-l. 
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Waren mehrere a-i^ gleich Null: 

so konnte man ebenso zeigen, daB jeder Strahl 

= 0^i<oo, hj, + 0, h^ = 0, i = 

gleicbfalls ganz in % liegt. 

Stetigheit von SJl im TJnendlichen, Fassen wir den 2in-iimeii- 
sionalen Eanm der Zj, als den (reellen) projektiven Eaum (vgl. § 17) 
auf, so verlauft SK stetig in jedem unendlich femen Punkte. Sei 
namlich (Z) ein unendlich ferner Punkt von 3J1 und sei L der zu 
(Z) hinfiihrende Strahl. Ware nun nicht stetig in (Z), so miiBte 
es eine Menge von Strahlen geben, welche L zum Haufungsstrahl 

haben und deren zugehorige Punkte (fi) , (C 2 ) ini Endlichen 

blieben. Diese Punkte mliBten dann mindestens eine Haufungs- 
stelle (C) auf L haben. Das geht aber offenbar nicht an. 

Ndheres uber die Konvergenzmannigfaltigheiten niederer Ordnung, 
Jetzt konnen wir den ganzen Ort der Konvergenzstellen der Eeihe 
naher prazisieren. Hierzu gehoren vor allem die Punkte von 
welche in keiner Koordinatenebene liegen, nebst eventuellen eben- 
falls in keiner Koordinatenebene belegenen Eandpunkten. Setzen 
wir nun eine Koordinate gleich Null, etwa = 0, so entsteht 
eine neue Eeihe in n — 1 Variabelen. Konvergiert diese bestandig, 
so gehort jeder endliche Punkt der ganzen Hyperebene = 0 
zum bewuBten Orte. Sonst liegt die Sache wieder genau so wie 
bei der urspriinglichen Eeihe, nur handelt es sich jetzt um eine 
Eeihe mit n~l Variabelen. Diese wird vor allem in einem 
(2n~-2)-dimensionalen in der Hyperebene — 0 belegenen, den 
Schnitt von % mit dieser Hyperebene enthaltenden Eaume 
konvergieren. AuBer diesen letzten Punkten kann insbesondere 
noch die Punkte eines weiteren (2?^ — 2) - dimensionalen Bereiches 
enthalten, wie die Beispiele zeigen: n = 2, 


(a) 




Der Eand von wird, sofern die neue Eeihe nicht be- 
sttodig konvergiert, von jedem in keiner zweiten Koordinatenebene 
gelegenen Strahle in einem endlichen Punkte getroffen und in der 
Nahe des Schnittpunktes stetig verlaufen. 
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Naciidem man nun aJle n Koordinatenebenen so untersucht 
hat, w-ird man zu den linearen Gebilden schreiten, welche durch 
das Verschwinden von zwei Koordinaten definiert werden, etwa 
= 0, z„ = 0. Die Behandlung ist dieselbe wie im vorliegenden 
Falle, und so geht es fort, bis man alle Dalle erschopft hat. Dafi 
alle im Laufe der Untersuchung gedachten Dalle auch -wirklich 
vorkommen konnen, tut man leicht an Beispielen dar, wozu mar) 
die Eeihen in (%, . . ■s'b-h “) • 

% + to + 4 

1 — 10 ’ 

Zl + g;10-| \-ZkW^-^ 1 

1 — w ‘2 — 

benutzen kann. Dabei soil k eine beliebige der Zahlen 1, . , n — 

sein. 

Is bleibfc nnr noch iibrig zu beweisen, daB der Bereich St 
linear zusammenhangt. Sei 

deren Punkte samtlich zu $ geboren. Dann 

= a<pjc{X) + iay)j^{X) y o<a<i, 

dutch stetige Umformung aus C hervor, und zwar liegen dieselben 
samtlich im Innern von S^. Ist nun S ein nebst seinem Eande in- 
nerhalb % gelegener Kreiszylinderbereich urn den Anfang (z) = (0), 
so kann man a so wahlen, daB in S liegt. Hiermit ist denn 
der Beweis erbracht. 

Berner kung. Eine mehrfache Potenzreihe kann in jeder Ko- 
ordinatenebene und sonst nirgends konvergieren, wie das Beispiel 
zeigt: 

J’fc! (% . . . z„)K 

k=l 

Hier existiert kein Bereich $, und die Eeihe gehort nicht zur 
lilasse konvergenter Potenzreihen. 

Aufgabe. Man schreibe die Gleichung bzw. Gleichungen 
nebst Ungleichungen hin, welche in den folgenden Fallen SR dar- 
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stellen: 

(») W T^ + T^' 

Assoziierte Konmrgemradien. 1st (r^, , . r^) ein ZaHenkom- 
plex derartj daB eine Potenzreilie im Zjlinderbereiche 

I 2*: !<’•*. = 

konvergiert, wahrend sie in jedem (£) umfassenden Zylinderbe- 

reiche 

n n 

\^n\<'rk, i = i, > ^r*,, 

X- = 1 k = l 

divergiert, so heiBen assoziierte Konvergenzradien. 

Der Bereich S liegt in % und reicht mindestens mit einem 
Bandpunkte bis an den Band von % binan. Es ist aber nicbt 
umgekehrt wahr, daB jeder in % belegene Zylinderbereich 
welch er bis an den Band 3)1 von % hinan- 
reicht, ein System assoziierter Konvergenzradien Hefert, wie das 
Beispiel der der Eunktion 



zugehorigen Beihe im Bereiche 

1 ^ I < 1, 1 w? I < i 

zeigt. 

Der Begriff laBt sich dadurch erweitern, daB man einigen der 
Bereiche \zk\ <rj^ gestattet, sich auf die ganze endliclie Ebene 
auszudehnen. Im Symbol kann man dann die betref- 

fende Stelle, anstatt mit Vj,, durch das Symbol oo besetzen. 

Im allgemeinen gibt es unendlich viele verschiedene Systeme 
assoziierter Konvergenzradien, Avie die Beihen der vorstehenden 
Aufgabe zeigen. 

tiber die gegenseitige Abhangigkeit der assoziierten Konver- 
genzradien voneinander existiert eine Beihe von Untersuchungend) 


1) Es sei auf das Madison Colloquium der Ayner. Math. Soc., 1913, 
Topics in the Theory of Functions of Several Complex Variables ^ Lecture II, 
§ 7 verwiesen. 
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3. Satz. Eim Poimmdhe komergiert ghichma^ig in einem be- 
licbigen abgesclilossBncn ^wrludh ihres Konvefgenzbeveiches be- 
hgemn Berewhe 8. 

Liegt S innerhalb eines in % befindlichen Kreiszylinderberei- 
eiies imi den Anfang, so iibertragt sich der Beweis fur den Pall 

1 (Bd. I, S. 108) obne weiteres auf den gegenwartigen Pall. 

1st S dagegen kein derartiger Bereich, so kann man 8 offeu- 
bar in eine endliche Anzahl von Teilbereichen zerlegen, derart, daB 
die Eeihe in jedem derselben gleichmaBig konvergiert, und daraus 
geht sclion die Eichtigkeit des Satzes bervor. 

Will man den Beweis noch naber ausfubren, so gebe man 
etwa von der Bemerkung aus, daB ein beliebiger Punkt (a) 
von S im Innern von X und sonacb aucb im Innern eines ge- 
eigneten in % befindlicben Kreiszylinderbereicbes liegt. Mitbin 
gibt es eine TJmgebung 

\Zi^ — % I < e, = 

des Punktes (a), worin die Eeibe gleicbmaBig konvergiert. Sei rj 
die obere Grenze derartiger c-Werte. Hiermit ist jedem Punkte 
"RArAicbes S eiuo positive Zabl rj zugeordnet. 

Grenze dieser Zahlen rj gleicb Null, so 
X uxikt {a') von 8 geben, in dessen jeder Urn- 
T] beliebig kleine Werte annabme, und damit werden 
wir zu einem Widersprucb gefiibrt.^) 

Auf Grand des WeierstraBscben Eeibensatzes, § 8, 1. Satz, 
erhalt man nun das folgende Theorem. 

4. Satz. Eine konvergente Potenzreihe stellt eine im Innern des 
Komergenzhereiches % der Beilie mialytische Funktion vor. 

Im uhrigen Icipt sie sich in jedem inneren Punkte von X belie- 
big oft gliedweise differentiiereni wohei nun die dadurch entsiehenden 
Potenzreihen in jedsm inneren Punkte von X ebenfalls konvergieren 
und somit Funktionen lieferni welclie sich dort auch analytisch ver- 
halten. 


Aus diesem letzten Satze ergibt sicb folgende Pormel. Ist 




1) Man kann sich hier auch der Fonnulierung dieser SchluBweise be- 
dieneii, welche sich im Theorem des Bd. I, S. 50 befindet. Es sei hier noch bei- 
laufig beinerkt, daB Cousin diesen letzten Satz im wesentlichen formuliert 
und bewiesen hatte; vgl. Acta Mathematica 19 (1895), S. 22. 
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eine konvergente Potenzreihe nnd wird der Wert derselben mit 
^n) bezeiclmet, so ist 

_ 1 + 

TO, . . . r _ ^ ^ ^ J(s) = (0) 

Darin liegt anch der Beweis des folgenden Satzes. 

5. Satz. Identitatssatz. Verschwindet der Wert einer hon- 
vergenten Potenzreihe in jedem Punhte der Umgeiung des AnfangSy 
so verschwindet jeder Koeffizient derselben. 

Stimmen die Werte zweier konvergenten Potenzreihen in jedem 
PmMe der Umgebung des Anfangs miteinander uberein, so haben 
ihre Koeffizienten bzw. gleiche Werte. 

Diese Satze lassen eine ahnlicbe Verallgemeinerimg zn, wie im 
Dalle n = 1 (Bd. I, S. 353). Wir erinnem vor allem an folgenden 
Satz betreffend Polynonie. 

Verschwindet das Polynom 

in jedem der (M + 1)(W + 1) Punkte 


wo Zq, Ziy . . Zj^ M + 1 getrennte Zahlen, und ebenso 

_]_ 1 getrennte Zahlen bedeuteny so verschwindet dasselbe iden- 

tisch. 

Dieser Satz lafit sich, wie folgt, auf mehrfache Potenzreihen 
iibertragen. 

6. Satz. Der verallgemeinerte Identitatssatz.^) Sei 

eine im Bereiche \ z I < Ay \w\<B konvergente Potenzreihe. Seien 
ferner 

Z^yZ^y . . .y 0 < l^fcl < 

Wq, Wl, . . 0 < \Wl\ < By 

1) Der Einfachheit der Darstellung halber wird der Satz blob fiir Reilieii 
mit zwei Argiimenten ausgesprochen und bewiesen. 
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zmi PmJdmengen, derart, da§ 

lim 2* = 0 ) Wj = 0 

*=<» ' = “ 

isi Verscliidndet dann die durch die vorstehende Beihe dargestellk 
FwiMon F{z,w) m jedem PunUe {z„w^), wohei k und I unab- 
Mngig voneinander die Werte 0,1,2,... durcUaufen: 

F{zi„Wi) = 0 , 

so tcrscliwindet jeder Koeffizient der Beihe. 

Der Beweis ergibt sich, indem man die vorgelegte Eeihe ver- 
moge des 2. Satzes von § 13 (vgl. den 8. Satz unten) durch die 

Beihen 

n~0 M=z0 

darstellt und dann den Satz von Bd. I, S. 353 zweimal in An- 
weiidiing biingt. 

^ zwei Totenzreihen 

im Bereiche \z \ < A, \iv \ < B und stimmen sie in jedem Punlte 
dcT vofbezeicJineten Menge miteincindev ubereiu, so haben ihfe Koeffi- 
zienten bzw, gleicJie Werte. 

7. Satz. Sei . . . eine Folge von FunUionen der Varia- 

belen z^,...,Zn, deren jede in ein und demselben Bereiche T sich 
andlytisch verJidli und woven keine identisch verschwindet. Dann 
gibt es einen inneren Punkt (a) von T, in loelchem keine diem 
Fmiktionen verschioindet 

Dam.it der Satz nicht trivial erscheine, bemerken wir vor 
allem, daB die Punkte von T, in denen mindestens eine der 
Fmiktionen verschwindet, eine in T uberall dichte Punktmenge 
zu bilden vermogen. 

Sei (t) ein innerer Punkt von T, wofiir F-^{Zi, . . z^) nicht 

verschwindet. Dann kann man (C) mit einem abgeschlossenen in- 
neriialb T belegenen Bereich r umgeben, in welchem nirgends 
verschwindet. 

Sei (f') ein innerer Punkt von r, in welchem F^{Zi, . . Zn) 
nicht verschwindet. Dann kann man (f') mit einem abgeschlosse- 
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nen, m r belegenen Bereiche r' umgeben, in welchem nirgends 

Tcrscliwindet* 

Fabrt man so fort, so erhalt man eine nnendlicbe Folge in- 

einander eingescbaebtelter Bereiche t,t', t'", , welche dann min- 

clestens einen gemeinsamen Punkt (a) haben mtissen. Bieser Pimkt 
i?t oin mnerer Punkt von T, und in (a) verschwindet kein 

Wir sehlieBen den Paragraphen mit einer direkten Anwen- 
diing des 2. und 3. Satzes von § 13 auf Potenzreihen. 

8. Satz. Eine konvergente Potenzreihe 

la§t sick duTch eine iterierte Beihe, loie folgt, darstellen: 

• ' 2 ( 2 • • 

Konvergiert die urs^rungliche Beihe im Punkte so wird 

auch jede der in der iterierten Beihe auftretenden Beihen fur die ent- 
sprechenden Werte der konvergieren, und die durch die iterierte 
Beihe gelieferte Zahl U wird aujierdem mit dem Werte der vorgelegten 
Beihe ubereinstimmen. 

Geht man umgekehrt von der iterierten Beihe aus, so wird sie 
stets dann konvergieren, wenn die entsprechende mehrfache Beihe kon- 
vergiert, und ihr Wert wird dann mit dem Werte dieser Beihe uber- 
einsiimmen. 

§ 15. Die Cauchy-Taylorsclie Reihe. 

Der Cauchy - Taylorsche Reihensatz.^) Sei ,-2^) 

im Bereiche 

( 1 ) \^7c-~(^k\ <rjc, 

analytisch. Dann ld§t sich diese Funktion in eine nach ganzeii 
positiven Potenzen von % — z^ — a^ fortsclireitende Beihe 

entwickeln, und zwar ist 

(A) f{z^, • • '2 iv. . ^3 ’ 


1) VgL das Zitat auf S. 20. 

0 s g o o d , Punktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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Dcihci Ji.ofW 6 T 0 ^STt dis und si^lM die FwiTctiofi fuT jsdsfi Fyyij/ 
des genmmten Bereiches dar. " 

Die Darstellung ist ^wdnss eindeutig. 

Der Beweis ergibt sich sofort, geradeso wie im Falle n =ri 
rermoge der Ent-wicklungen Yon § 12 . 

ilan kann abor anch von der For m el ausgeben: 


^ =y...y a„r» 

ICi j • • • (Cn %) ^ 


md diese Eeihe in die Cancliysche Integralformel, § 10, eintraffpii 
Der Dormel (1), § II, zufolge wird dann ^ 


l«B + l 


• •(?» — a„)®« 

sein wobei einen um den Pnnkt a, gelegten, den Punkt ^ 
nmfassenden Kreis bedeutet, dessen Eadius kleiner als r, ^ 
nommen werde. Durch den 3. Sate von § 14 ist die gleichmafifse 
onvergenz der Eeibe gesichert, wahrend fiir die gHedweise Inti 
3at2 von § 8 burgt. 

Parametern. ^ Es ist keineswegs notig, die 
ung anf sanatliche Argumente zu erstrecken. 
ucu oatz auch foIgendermaBen formuHeren und mit 
jiilfsmitteln beweisen. 

Sei /(^Tj, . . Mj,) im Bereiche 

(!') i*.-o.(<r„ 

entwkkeln, und zwar ist ^ i> • • - a„ fortschreitende Beihe 

OTi ! . . . w ! (^1 “i)"'' • - • (zn~a„}”‘'‘, 


I OTi 

-f . . . + 


L \ 


(u) =(u). 


des genaiuZrlreZifs'dl Junktion fiir jeden Punkt 

der Beihe analytisch im Bereiche 

die Darstellung eindeutig. * H < Sj, Endlich 
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Bin weiterer Satz wird am ernfachsten dnrch die Cauehysclie 
iBtegralformel bewiesen. 

2. Satz. Sei M: — ,u^) eine heliehige PunJd- 

meng^e^ welche nebst sdmtlichen Hdufungsstelhn derselben im Bereiche 
(r) liegL Dann homer giert die Beihe (A') ghiehmdpig in den 

Punhten von M. 

Endlich Id^t sich die Beihe nadh den Argumenten 

heliebig oft gliedweise differentiieren, Dahei verhalten 
sich die Eoeffidenten der neuen Beihe analytisch im Bereiche 
I — bi\ < Si, und der neuen Beihe hommt die fur die 

wsfrungliche Beihe soeben ausgesprochene Eigenschaft der gleich- 
mdpigen Konvergenz ebenfalls noch zu. 

§ 16. Folgerungen aus der Reilieiieiitwicklniig. 

Vor allem erinnem wir an den Lebrsatz von § 12, S. 28. Der- 
selbe laBt sicb, wie auch schon bemerkt ist, sowohl dnrch die 
Taylorsche Eeihe mit Restglied als anch dnrch die nnendliche 
Reihe beweisen. Ans diesem Satze ergibt sich dann der Identitats- 
satz jenes Paragraphen. 

Die Satze von Bd. I, Kap. 7, § 14, S. 361/2 gestatten eine 
nnmittelbare Verallgemeinernng anf Fnnktionen mehrerer Ver- 
anderlichen. Insbesondere lautet der zweite Satz (Znsatz), wie 
folgt. 

1. Satz. Ist im Punkte (0,...,0) analytisch^ 

und entwichelt man f in eine Potenzreihe 

(1) /K, . . w^)=2'- ■ ...wy, 

ist ferner ^m) Punhte (0, . . ., 0) analytisch, soioie 

99 ^ ( 0 , . . . , 0) = 0 , k = 

und entwichelt man cp^ ebenfalls in eine Potenzreihe: 

( 2 ) 0 ,„) =^. . . . . Z?‘, 

so wird /(^i, . . 993 ,), als Funhtion von {z^,,,.,z^ hetrachtet, im 

Punkte {z) = ( 0 ) analytisch sein. Alsdann erhdlt man die Koeffi- 
zienten der Taylor schen Beihenentwichlung letzterer Funhtion nach 
Potenzen von Zi,,,,,Zn dadurch, daji man die einzelnen Glieder 
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dcT Eeihe (1) dutch Einsetzm der Beihen (2) ausrechnet, urn dann 
alle Glieder gleicher Ordnung sowohl in als auch in de<^ 

einzebieii zu muen Beihm msammenzufassen. Diese Beihen koa^ 
TeTgieTe}% und liefetn eben die Gliedet det genaunten Beihenent- 
wicMung fur /(9?i> • - 9^3?) • 

Beweis, wie a. a. 0. fiir p = m = 1. 

Uiiter einer ganzen Funktion melirerer Variabelen verstebt man 
eiiie Fiinktion, welche sicb in jedem endlichen Punkte analytisch 

verbilt* 

Insbesondere ist ein Polynom eine gauze Pnnktion und wird 
amch haufig als eine ganze rationale Funktion bezeichnet. Eine 
gauze Funktion, welche nicht gleich einem Polynom ist, beiBt 
eine game transzendenfe Funktion. 

2. Satz, Sei G{zi,...,z^) eine ganze Funktion, und sei 
o„) ein Punkt, welchet einmal heliehig gewohlt werden darf, 
dann aber festgehalten u/ird. JDamit G ein Polynom sei, genilgt, da§ 

lirvi > ♦ • ♦> ^Tc9 %-} . 

urn — _U, i = l,...,n, 

5^=00 

6ier Punkt einer Umgebung, r, von (c) ist 
stante Werte haben. 

aer batz nicht richtig, so sei G eine transzendente 
, welche den Bedingungen des Satzes genligt. Dann 
munre aie Taylorsche Eeihenentwicklung von G unendlich viele 
Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten enthalten. Dem- 
gemaB muBte es mindestens ein Argument, etwa geben 

derart, daB, wenn man G nach Potenzen von z^ entwickelt: 

G(%, . . z,f) = Gq + G^Zn + ^2 + • • • ^ 

unendlich viele von diesen Koeffizienten nicht identisch ver- 

schvinden: 

(% J • • • 5 -l) ^ 0 , 2 = 1, 2, . . . 

Nach dem 7. Satze von § 14 kann man nun einen Punkt (a) 
von T finden, in welchem kein G^. verschwindet. Dann ist aber 
G (cii , . . eine ganze transzendente Funktion von z^, 
iiiid liierniit sind wir zu einem Widerspruch gefiihrt. 
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§ 17. Der Tinendlicli feme Bereich. 

Die Gesichtspunkte, wonach ideale, den nnendMch femen Be- 
reich bildende Elemente in der Geometrie eingefiiiirt warden, sind 
bereits im ersten Bande (I, 7 § 9) bezeichnet worden.^) In der 
funktionentheorie handelte es sich damals, da nur eine unabhan- 
gige Veranderliche vorlag — was der Geometrie der Punktreihe 
Oder des Strahl- bzw. Ebenenbiischels entspricht — , allein um die 

Transformation w = -- oder allgemeiner: 

( 1 ) 

Die 'projektive Geometrie. Sobald aber die Anzabl der Yaria- 
belen groBer als eins wird — wir bescbranken uns der EinfacKheit 
halber zunachst anf zwei Yeranderliche — , so treten versckiedene 
M5glicbkeiten anf. In der Geometrie denkt man wohl znerst an 
die projektive Geometrie. Wir gehen von der eigentlicben Bbene 
der analytisohen Geometrie ans, wobei die Koordinaten der 
Punkte komplexe Zahlen sind. Zwischen den genannten Pnnkten 
und den eigentlicben Zahlenpaaren {w , z) herrscbt dann eine ein- 
eindentige Beziehnng. Indem man die projektive Transformation 

, a' w h' z 4- c' , c" 

'' ^ aw-j-oz-f-c aio-\-bz -f- c 

A = Z zb ai'c"' 4=B, 0<|a| + |bj, 

deren Umkehrnng durch die Eormeln 

A^=i:±AB'C", AA' = 1, 0 < j + I B I 

gegeben werde, anstibt, wird dadurch eine im. allgemeineii ein- 


1) Hieriiber vgl. man ferner B ocher: ,,The Infinite Regions of Various 
Geometries**, Bull. Anier. Math. Soc. (2) 20 (1914), p. 185, sowie des Ver- 
fassers Vortrag, Madison Colloquium, 1918, Lecture II, p. 137. 

Die Begriffe, womit man hier zu tun hat, sind im wesentlichen in Kleins 
Erlanger Programm, V ergleichende Betrachtungen iiher neuere geometrische For- 
sckungen, 1872, enthalten. Sie sind wohl zum ersten Male durch Bocher, 
Fieiheyientiuicklungen der Potentialtheorie, 1894, Kap. 2, explizite dargestellt 
worden. 
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eitwleutige Beziehung der Punkte der Ebene definiert.^) Dabei 
treten kdessm zwei Elsmen von Ansnahmepunkten auf: 

a) fiir die auf der Geraden 

p) aw + bz + G = 0 

gelegenen Punkte ist die Transformation (A) sinnios; 

b) kein Punkt der Ebene wird durch die Transformation (A) 
in eiiieii Punkt {w',z') der Geraden 

(2) Aw' + Bz' +(7 = 0 

iibergefthrt. ’ 

Sei ein Punkt der Geraden (1). Nahert sicla der ver- 

anderliche Punkt {w,z) diesem Punkte, ohne die Gerade dabei je- 
rnals zu betreten, so wird im allgemeinen sowohl w' als z' unend- 
lich, und stets wird dies mindestens fiir erne dieser Variabelen 
der Pall sein. 

Auf Grand dieses Sachverhalts fiigt man nun in der Geome- 
trie zu den bisher betrachteten eigentlichen Punkten der Ebene 
noch neue ideale Punkte hinzu, welche dann die unendlich feme 
G&rcde, als PunUreihe aufgefajit, bilden. So entsteht derm erne 
I Elemente aus der Gesamtheit der vor- 
li und uneigentlichen (idealen) Punkte be- 

auch die Transformation (A), etwa durch Ein- 

iuiig nomogener Variabelen 2), so erweitert wird, dafi sie fiir die 
laealen Punkte noch einen Sinn hat und diese erweiterte Ebene, 
als Pimktmannigfaltigkeit aufgefaBt, ausnahmslos umkehrbar ein- 
deutig in sich selbst iiberfiihrt. 

Die also erweiterte Ebene nennt man, mit vollem BewuBtsein 
des Umstandes, daB eine Gruppe vorhanden ist, deren Operatio- 
nen die Punkte dieser Ebene zu Operanden haben, die ^rojektive 
Ehetie oder wohl aueh, von einem einseitigen Gesichtspunkte aus, 
die erweiterte Ebene der analytischen Geometrie. 

Die Geometrie der rezi'proken Badien. In der Geometric gibt es 
noch eine zweite wohlbekannte Gruppe, deren Bediirfnisse zu ganz 

1) Irn ubrig6n word© noch. dio folgende Roziehung vermerkt: 

i) Aw'+Bz'+C = 

CL'LO — h Z — j— C 

2) Doch Sind dw homogenen Koordinaten zu diesem Zwecke keineswegs 
notig. 1 18 wird ins Einzelne durchgefiihrt, wie dies ohne Benutzung der- 

seibeii geschehen kann. 
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aEcleren Festsetznngen hinsiehtlioii des nnendlicli femen Bereieheg 
AnlaB geben — icb meine die Gmppe, welche znr Geometrie der 
reziproken Eadien gebort, nnd zwar aneh nnter Znlassnng kom- 
plexer Koordinaten, wie im vorhin besprochenen Failed) Bier 
besteht der unendHcb feme Bereich nicht mehr ans einer Ge- 
radeHj sondem ans einem NuUkreis (vgL nnten). 

Znr Erzengnng der genannten Grnppe fiigt man znr Gmppe 
der Bewegnngen, der Ibnlichkeitsformationen nnd der Spiegelnn- 
gen nocb die folgende Transformation binzn: 

(I) ^ 

In dieser Geometrie wird als Kreis jede Knrve 

a{w^ + z^) + Iw + cz + d ^0 

benannt, wofiir nnr a,b,c nicbt gleichzeitig verschwinden. Insbe- 
sondere stellt also die Gleichnng 

{w — WqY + {z — ZqY = 0 

einen Kreis dar, welcher anch ans ersicbtlichen Griinden als Null- 
kreis bezeicbnet wird. 

Als Pnnkttransformation aufgefaBt definiert (I) eine im allge- 
meinen ein-eindentige Beziehung der Ebene anf sich selbst.^) Es 
steUen sich aber wiedernm zwei Klassen von Ansnahmepnnkten 
ein, nnd zwar sind das 

a) die Pnnkte des Nnllkreises 

( 3 ) —Oy 

wofiir die Transformation (I) versagt; 

b) die Pnnkte, welche dnrch die Transformation (I) in Pnnkte 
{w'yZ') tibergehen sollten, wofiir 


ist. Da namlich 

( 4 ) 



1) Die Geometrie der reziproken Radien, wobei nur reelle Punkte zu- 
gelassen werden, kommt fiir uns an dieser Stelle nicht in Betracht. 

2) Eine der Relation i) analoge Beziehung ist hier folgende: 
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ist, SO sind offenbar keins solchen Punkte vorhanden. Aus (4) 
geM auch hervor, daB, wenn der Punkt (w,z) einem Punkte 
(w^, Zo) des Nullkreises (3) zustrebt, obne jemals mit einem Punkte 
dieser Mannigfaltigkeit zusammenzufallen, der Bildpunkt (w',z') 
ins Unendliche riickt. 

Um die genannten Ausnahmen zu beseitigen, fiihrt man wie- 
der ideale Punkte ein, welche dann den unendlich fernen Bereich 
bUden, und zwar geschieht das so, daB dieselben einen (uneigent- 
liehen) Nullkreis ausmacben. Die also erweiterte Ebene, als 
Punktmannigfaltigkeit aufgefaBt, wird nun durch jede Trans- 
formation der Gruppe ausnahmslos ein-eindeutig in sich selbst 
ubergefuhrt. 

Zwei Zreise schneiden sich jetzt im allgemeinen in zwei ge- 
trennten Punkten. Insbesondere konnen sie sich aber sowohl in 
einem einzigen Punkte treffen als auch langs einer ganzen Nullge- 
raden zusammenfallen. Die Kreispunkte der projektiven Ebene 
sind nicht vorhanden, da es hier eben keinen festen Punkt gibt, 
durch welchen alle Kreise hindurchgehen. Die gewohnlichen Ge- 
raden der Ebene lassen sich im allgemeinen als diejenigen Kreise 

h einen bestimmten unendlich femen 
-len dem Anfang (0,0) vermdge (I) ent- 
hindurchgehen.^) 

-....igen ist diese Geometrie holoedrisch isomorph mit der 
v-eometrie auf einer nicht-singularen Flache zweiten Grades im 
Rauine von drei Dimensionen gegeniiber solchen Kollineationen 
des Eaumes, welche diese Mache in sich uberfiihren.^) 

Der Baum der Funktionentheorie, Bs liegt nun nahe, im An- 
schluB an den Fall n = 1 und die erweiterte Argandsche Ebene, 
den Eaum der n Argumente , . . . , 5?^) einer Funktion von n 
Veranderlichen mit WeierstraB dadurch zu erweitern, daB man 
jeder einzelnen Veranderlichen ihre erweiterte Ebene bzw. die zu- 
gehorige Neumannsche Kugel zuweist. Der unendlich feme Bereich 
besteht hier aus denjenigen Punkten wofiir mindestens 

1) Die eigentlichen Nullgeraden 

w 'i -3 — j— d 0 

bilden eiiie Ausnalime. 

2) Klein a.a. 0.; femer Booher a. a. 0., sowie auoh Frioke-Klein, 
Auiomorphe Funktumen, Bd. I, Kap. 1. Zur Einfuhrung in diesen Gedanken- 
iireis ist die Bochersche Arbeit besonders geeignet. 
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eine Koordinate dem Punkte % == oo entspriclit. Er ninfaBt 
komplexe Punkte, woven 00^“^ reell sind. 

Die ziigeli5rige Grappe wird dnrcli die Transformationen de- 
f iniert : 


(G) 


= ^kl^l'¥P kl 
yklh~\~^kl^ 


a, - (f, ~ 
kl kl 




wobei unabbangig voneinander die Werte gerade 

einmal dnrchlaufen nnd die Koeffizienten beHebige komplexe Kon- 
stanten sind. 

Durch jede Transformation von (G) wird der also erweiterte 
Eanm der Veranderlichen (^1, . . . , als Pnnktmannigfaltigkeit 
anfgefaBt, ein-eindentig in sich selbst iibergefuhrt. Umgekehrt sub- 
snmiert sich anch jede derartige Transformation dieses Eanmes in 
sicb, welche durch analytische Punktionen gehefert wird, der 
Formal (G), wie denn auch spater einmal bewiesen warden soil. 

Dieser erweiterte Eaum der n Veranderlichen z^ moge, 

mit Eticksicht auf die zugehorige Gruppe (G), der Baum der 
Funhtioneniheorie oder wohl auch der Baum der Analysis benannt 
werden.^) Im Falle n = ^ deckt sich dieser Eaum (wenn man von 
alien Eealitatsfragen absieht) mit dem Eaume der Geometrie der 
reziproken Eadien. 


§ 18 . Fortsetzung. Funktionen im erweiterten Raume. 

Die nachstehenden Definitionen gelten allgemein fiir jeden der 
vorhin besprochenen Eaume, sowie auch fiir spater zu besprechende 
Eaume ahnlichen Charakters. Selbstverstandlich bediirfen sie in 
jedem Einzelfalle einer strengen Eechtfertigung. Fiir den Eaum 
der Punktionentheorie liegt eine solche Eechtfertigung auf der 
Hand, und auch fiir den projektiven Eaum bieten sich hier an- 
gesichts der spateren Erorterungen dieses Paragraphen keine 
Schwierigkeiten dar. 

Unter der Umgehung, Ndhe oder NacJibarscJiaft eines unendlich 
fernen Punktes (a) = (a^, . . versteht man diejenigen Punkte, 
und zwar sowohl die eigentlichen als auch die uneigentlichen, 
v/elche den Punkten einer Umgebung eines endlichen Punktes 
(a^ , . . . , a'„) entsprechen, wenn man vermdge einer bestimmten 

1) Man vgl. Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912), S. 159, sowie 
Madison Colloquium, 1913, S. 137. 


,, II. ™‘“‘“ 

" ’ , n ^ iian Pnnkt (a) in den Punkt (o') 

TraiisConnation dex Gruppe 

iilierfiihrfc ^ )| eine Punktmenge des erweiterten Eau- 

femer Pnnkt desselben. 

^eines erweEerten 

Kal'es daB die Gesamtheit der Punkte desselben sowohl eme 

Srrltaene »1. ».h .in. perfeB. bMsn. Hierans g.M 

denn aack folgender Satz ohne weiteres hervor. 

Satz. Jede umnSliche Punktmenge des erweiterten Baumes le- 
dtzt mindestens eine Haufungsstelle. 

Die FunktionentJieorie im Baume der Analysis. Wir woUen uns 
zuerst auf diesen Eanm beschranken. Sei P 2«) eme Punk- 
tion, welche in alien eigentUchen Punkten der Umgebung 
endHcb fernen Punktes definiert ist. Dann P 

endlich in (a), falls die bemiBte Umgebung so gewahlt werden 
kann, daB F im genannten Bereicbe endlich bleibt. 

iktion F ndhert sich einem Grenzwert, A, beim Grenz- 
dbergang lim ( 2 ) = {a), falls es zu jedem e eine Umgebung von (a) 
gibt, in deren eigentlichen Punkten die Eelation statthat: 

|.i — P(2i, . . .,2„) 1 < e. 

Die Punktion F beiBt im Punkte (a) stetig, falls sie dort 
einem Grenzwert zustrebt. Sie beiBt in einem von einem Teile 
des unendlicb fernen Eereicbes durchsetzten Gebiete stetig, wenn 
sie in jedem Punkte dieses Gebietes stetig ist. Man beweist nun 
leicbt den folgenden 


1) Die genaimte Rechtfertigung besteht nun im Naohweise folgenden 
Satzes: Sind (a) = (aj , . . a„) und (a") = (a',', . . ., 0 ';) zuniiohst zwei end- 
liche Punkte, in welche der vorgelegte unendlich feme Punkt (a) bzw. durch 
die Transforma tionen S' und S" der Gruppe iibergefilhrt wird, und ist T' 
eine beliebige Nachbarsohaft von (o'), so wird jede genugend kleine Umge- 
bung T" von (a") durch die Transformation S' S"~^ (wobei S"~~^ zuerst aus- 
geiibt werde) ganz in T' zu liegen kommen. Allgemein diirfen (a') und (a") 
zwei beliebige Punkte, S' und S" zwei beliebige, den Punkt (a) in (a') bzw. 
(a'") uberfuhrende Transformationen sein. Und nun wird dieser Sachverhalt 
selbst daiin noch bestehen bleiben, wenn einer der Punkte {a'), {a") oder auch 
beide im Unendliclien liegen. 
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Satz. Sei F{zi , . . ., 0 ^) in jedmi PunMe eines umndlidi feme 
Punkte enthaltenden Bereiches T sietig. In jedem der umigentlichen 
PunMe von T werde die Definition vm P dadurch ergdnzt, da^ der 
FunMion dort ihr Grenzwert heigelegt toird, Transformiert man nun 
die Umgeiung eines unendlich fernen Pmldes von T ins E7idlicJie^ 
so wird F im neuen Bereiche im gewohnlichen Sinne steiig sein, 

Des weiteren heiBt die Fnnktion im uneigent- 

lichen PunMe (a) analytisch, falls es mdglich ist^ eine Umgebiing 
von (a) so zu bestimmen, daB F in jedem eigentlicben Punkte der- 
selben analytisch ist und auBerdem daselbst endlich bleibt. Es wird 
spater gezeigt, und zwar auf Grand des verallgemeinerten Eie- 
mannscben Satzes bezuglich bebbarer Unstetigkeiten, daB F dann 
in jedem Punkte einer geeigneten Umgebung von (a) stetig ist^ so- 
wie daB, wenn der Eunktion in den uneigentlichen Punkten der- 
selben ihr Grenzwert beigelegt wird, eine erweiterte Eunktion 
hierdurch entsteht, welche, bei der Transformation jener Umge- 
bung auf ein endliches Gebiet vermbge einer Transformation der 
beziiglichen Gruppe, in eine im letztgenannten Bereiehe analy- 
tische Eunktion iibergeht. 

Die vorstehenden Definitionen weichen gewissermaBen davon 
ab, was man mit Eiicksicht auf die Dirichletsche Auffassung einer 
Eunktion erwarten konnte. A yriori sieht man nicht ein, warum 
die vorgelegte Eunktion nicht von vornherein auch in den Punk- 
ten des unendlich fernen Bereiches definiert werden soil. Ein 
solcher Vorgang entspricht aber nicht den Bediirfnissen der Pra- 
xis. Nur dann, wenn die vorgelegte, zunachst bloB in eigentlichen 
Punkten definiert e Eunktion in einem uneigentlichen Punkte einem 
Grenzwerte zustrebt, ist es angezeigt, die Eunktion dort zu er- 
klaren. 

Die FunMionentheorie im frojeMiven Baume. Es ware ein Irr- 
tum, zu glauben, daB die vorhin besprochene Weise, den unend- 
lich fernen Bereich in der Eunktionentheorie einzuftihren, die 
allein zulassige sei. Es nioge eine beliebige Geometrie vorgelegt 
sein, deren Elemente zunachst aus den eigentlichen komplexen 
Punkten bestehen, und die Transforrnationen deren 

Gruppe je eine im allgem einen ein-eindeutige analytische Bezie- 
hung dieser Punktmannigfaltigkeit auf sich selbst definieren. Da- 
bei mogen die einer beliebigen Transformation entsprechenden Aus- 
nahmepunkte nur eine Mannigfaltigkeit niederer Dimension bilden. 
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Wir denken uns diese Mannigfaltigkeiten ferner in der Nahe 
eines beliebigen endlichen Punttes (a) in der Form darstellbar: 

• • •! ^n) = 0) 

WO G sieh im Punkte (a) analytiseh verhalt und dort verschwindet, 
ohne jedooh identisch zu -verschwinden. Und endlicb soil es gelun- 
gen sein, durob Einfubrung idealer Elemente und entsprechende 
Erweiterung jeder Transformation der Gruppe diese Ausnabme- 
punkte zu beseitigen. Dann kann man aucb die Eunktionentheorie 
an der Hand der bewuBten Gruppe auf diesen erweiterten Eaum 
ausdebnen. Denken wir uns dieses Yerfabren fiir den Fall des 
projektiven Eaumes nocb durcb. Dabei geniigt es, w = 3 voraus- 
zusetzen. 

Hier bestebt die Gruppe aus den Transformationen 

H i C 1 XC 22 <'33^44 4^ ^ • 

T- -n TjTKA-rv/n 

^42-^2 H" ^42^3 “i" ^44 ~ ^ 

# 

msformation keinen Sinn. 

follen nun ideale Punkte, wie folgt, einfiihren. Sei 
1^%, agj %) 4= ( 0 , 0 , 0 ) ein beliebiger Punkt, und man fasse die 
Punkte 

-^<^3) 

ins Auge, wobei A alle endlichen komplexen Werte annimmt. Jetzt 
fiigen wir zu diesen Punkten noch einen idealen Punkt hinzu. 
Derselbe wird durch den Punkt K,a2,a3) vollig bestimmt. 

Sei (Sj, ^3) "4^ j d, 0) ein zweiter Punkt des Raumes. 
Existiert dann ein Zahl q derart, dab 

ist, so soli der diesem Punkte entsprechende ideale Punkt rnit dem 
ersten idealen Punkte identisch sein, sonst aber nicht. 

So bilden denn die idealen Punkte eine Mannigfaltigkeit von 
der 2(n— l)™4-ten Dimension. Perner entspricht den eigent- 
lichen Punkten der Geraden 
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wobei nur («!, a 2 j %) + (b? 0 , 0 ) und auch A 4=0 ist, und nur die- 
sen Punkten, ein nnd derselbe ideale Pnnkt. Wir 'wollen also 

diesen idealen Pnnkt als einen Pimkt jener Getaden definieren nnd 
ibm aucb den Pnnkt A = cxd znordnen. Daher liegt es nabe, Jeden 
idealen Punkt als einen nnendlich femen Pnnkt zn benennen und 

etwa durcb das Symbol oder kiirzer durcb 

(%, Ug, %),« = zu bezeichnen. Znr Darstellnng eines soichen 

Pnnktes gentigt ein beliebiger, vom Anfang yerschiedener Pnnkt 
der entsprechenden Geraden ( 5 ). 

Unter der Umgehung eines nnendlich fernen Pnnktes 
(ai, a^, versteht man die Pnnkte 

woftir (a[ , , %) 4 = (0 , 0 , 0) ein beliebiger Pnnkt der Umgebung 

Yon (a) nnd A ein beliebiger Pnnkt der Umgebnng der S telle 
X =00 sind. 

Eine Funktion F{zi,Z 2 ,,z^) heiBt im nnendlich fernen Pnnkte 
(A%, Xa^, (inalytischy wenn es eine bestimmte Umgebnng 

dieses Pnnktes gibt, in deren eigenthchen Pnnkten F sich analy- 
tisch verhalt nnd absolnt genommen nnter einer festen Zahl bleibt. 
Dann nahert sich F einem Grenzwert in jedem nneigentlichen 
Pnnkte dieser Umgebung, wie aus dem Eiemannschen Satze be- 
ziiglich des Verhaltens einer Funktion in der Nahe einer bebbaren 
Unstetigkeit, Kap. 3, § 3 hervorgeht. Legt man der Funktion 
noch in den nneigentlichen Pnnkten der bewuBten Umgebnng den 
betreffenden Grenzwert bei und projiziert man diesen Bereich ins 
Endliche, so wird sich die transformierte Funktion im transfor- 
mierten Pnnkte analytisch verhaltenA) 

Schluphemerkungen. Im Falle n = 2 ist die Geometric der re- 
ziproken Eadien holoedrisch isomorph mit der Geometrie der 
Ebene der Funktionentheorie^), dagegen ist sie von der ebenen 
projektiven Geometrie vollig verschieden, indem keine ein-einden- 

1) Wir haben mit Absicht den Gebrauch der homogenen Koordinaten 
hier vermieden, derm diese verschleiern nui’ die eigentliche Saclilage. Erst 
nachdem die Definitionen nebst ihrer Rechtfertigiing klar sind, welclie der 
Einfuhrung der rmendlichen Pnnkte zugrunde liegen, darf man sich mit ge- 
buhrender Achtung vor dem eigenen Geiste den homogenen Koordinaten an- 
vertrauen. Diese mtissen der Funktionentheorie entbelniich sein und iiur als 
ein eleganter Formalismus zugelassen werden. 

2) Bocher, Pricke-Klein, a. a. 0. 
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tiae rmiiare Beziehimg wischen den Punkten ihrer Ebene und 
den Punkten der projekfciven Ebene moglich ist. Dies erhellt 
sehon daraus, daB die Anzahl der Schnittpnnkte zweier Kreise 
in don beiden Geometrien verschieden ausfallt. 

1st n ^ 8, so sind alle drei erweiterten Kaume wesentlich 

Toneinaiider vei^chieden. 

Iin lalle n = l wurde der ganze imendlich feme Bereicli (der 
Punkt ^ = oo) durch eine geeignete Transformation der Gruppe 
ins Endliche projiziert. Sobald dagegen n'> 1 ist, trifft dies in 
den drei vorstehenden Geometrien nicht mehr zu. Eine jede 
Trsnsformation der Gruppe fiihrt mindestens einen unendlich 
fernen Punkt in einen zweiten solchen uber. 

Piir hohere Werte von n gibt es nicht nur die drei soeben be- 
sproehenen Falle. Man kann auch daraus zusammengesetzte Ealle 
bilden, indem man die Variabelen in zwei oder drei Klassen ein- 
teilt und diejenigen ein und derselben Klasse nach der Gruppe 
einer der obigen Geometrien transformiert. So hatte man etwa 
im Falle n = 3 die Gruppe 

, a"x + h"y + c'' ^ ^ 

J ax-\-hy-\-c ^ yz-{-S^ 

Z±ayc"+0, ad-^y + 0, 

Diese Gruppe entspricht der Theorie der Funktionen zweier 
Argumente in der Ebene der projektiven Geometrie. Der zuge- 
horige Eaum besteht aus den eigentlichen Punkten des gewohn- 
lichen komplexen Eaumes, n=3, wozu noch die Punkte eines 
unendlich fernen Bereiches hinzugefugt werden, und zwar so, daB 
die Punkte des erweiterten Eaumes in umkehrbar eindeutiger Be- 
ziehung niit den Punktepaaren {Zj{x,y)} stehen, wo z die Neu- 
mannsche ^-Kugel durchlauft, wahrend (x, y) der projektiven 
Ebene angehort. 

In der Geometrie bilden meist die Elemente, welche man als 
Operanden der Gruppe zugrunde legt, eine abgeschlossene Mannig- 
faltigkeit. Vom Standpunkte der Analysis aus trifft eine solche 
Auffassung indessen nicht stets zu — eine Behauptung, wofiir die 
homogenen Koordinaten des nachsten Paragraphen ja bereits ein 
Beleg sind, da der Eaum letzterer eben ein offener ist. 

DemgemaB darf man die soeben erwahnten zusammengesetzten 
Falle nicht zu eng fassen. So konnte man insbesondere das obige 
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Beispiel etwa dalim abandern,- daB man die dritte Gleidmng durch ■ 
folgende: 

= + a 4=0, 

ersetzt. Auch konnte man eine Eeihe der Yariabelen als honiogene 
Veranderliclien (§ 19) einfdliren. 

In der Theorie der algebraisehen Punktionen mehrerer Argu- 
mente nebst den znm algebraisehen Gebilde gehorigen Integralen 
ist die Prage der zugrnnde gelegten Gruppe imd somit des iinend- 
lich fernen Bereiches von prinzipieller Bedeutnng. 

§ 19. tiber homogene Koordinaten.^) , 

In der Geometrie legt man ein abgeschlossenes System von 
Element en, zngrnnde^), wie z. B. die Punkte eines Punkt- 
raumes nebst den idealen Punkten des unendhch femen Bereiehs 
desselben, oder auch die Strahlen eines Strahlbtischels. Diese 
Blemente lassen sich nicht, -wie die eigentlichen Punkte des ge- 
wohnlichen Raumes, in ein-eindeutiger stetiger Weise durch 
Zahlenkomplexe darstellen, wofiir der erweiterte Punktraum 
eben einen Beleg liefert. 

Um dem abzuhelfen, fiihrt man homogene Koordinaten ein. 
So setzt man beispielsweise im Palle eines projektiven Punkt- 
raumes, E = , dessen Punkte aus den eigentlichen Punkten 

(%, . . Xn) des gewohnlichen komplexen n-dimensionalen Raumes 
nebst den idealen unendhch fernen Punkten bestehen, 

Xjc = 

Hierdurch entsteht eine Beziehung zwischen den samtlichen 
Punkten des erweiterten und den Punkten einer zweiten Man- 


1) Der erste Teil dieses Paragraphen wird im einzelnen fiir den Leser, 
welcher von den algebraisehen Funktionen und ihren Integralen, sowie von 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen noch nichts weiB, nicht ver- 
standlich sein. Immerhin wird er jetzt schon gewisse Eindriicke dem Texte 
entnehmen konnen, welche dann dui'ch eine spatere Lektiire noch verscharit 
werden. 

Der ganzliche Mangel derartiger Auseinandersetzungen in der Literal ur 
ist schuld daran, daB die homogenen Variabelen den Analytikern unsynipa- 
thisch geblieben sind. Klein, Math, Annalen 36 (1890), S. 6, hat zv/ar gesagt, 
daB man die homogenen Variabelen als gewohnliche Variabelen in einem 
hoheren Raume aiiffassen kann, und dabei hat er es denn beW'enden lassen. 

2) Hier ist von dem Vorgehen die Rede, dessen sich beispielsweise 
V. Staudt in der projektiven Geometrie bediente. 




,14 1. 1. I,.l,g»lto*n»ng« «d o.M«he Beih.n. Di. ESum. 

iiirfaltiekeit, nSmlicli da Gesamtheit der Pmlte ({„ fi, • . f.) 

loit alleiniaer Ausnahme des BunKces (,u, u, . . , ; 

“ ^ t — die sogenannten unendlich fer- 

woitcrung dutch uneigentUcue, uw ==>^8 

neii, - Punkte. Dieser letzte Punktraum werde mit fR = 

Geometrie beschaftigt sich mit Gebilden ®, welche 
aus einem Teil der Elemente von 3K bestehen wie z. B. die Ge- 
raden der Ebene und die Elaehen 2. Grades des Kaumes. Den 
Punkten dieser Gebilde entsprechen dann, im_ soeben erwabnten 
proiektiven Falle SK = in ( 1 , oo)-vieldeutiger Weise Punkte 
von GebUden im Eaume So schneidet man denn m der 

Geometrie aus dem Ganzen, 2R, einen Teil, ®, heraus. 

Ein vesentUch neuer Gedanke entwickelte sich im AnschluB 
an Eiemanns Theorie der algebraischen Eunktionen und ihrer 
Integrale. Eiemann hatte namhch den Begriff emer Eunktion 
an einem vorgelegten Gebilde in den Vordergrund geriiokt. Das 
Gebilde besteht hier vomehmlich aus einer algebraischen Eie- 
mannschen Elache und zwar inklusive des unendlich fernen Be- 
• t T .i_i — nn+rri; sich uus eioer endlichen Anzahl von 
-vie man sieht, entsteht so eine enge Analo- 
mdflache g, als geometrisches Substrat be- 
1 rJereiche der unabhangigen Variabelen in der 
d. h. uem Definitionsbereiehe einer Eunktion. 
sen Gedanken nahmen Aronholdi) und Clebsoh und 
Gordan^) auf, und er wurde spater von Klein®) zu einem 
Hauptgesichtspunkte gemacht, indem diese Eorscher Funktionen an 
homogenen GebiUen betrachteten. Als erstes Beispiel seien die ebe- 
nen algebraischen Kurven erwahnt, welche zu algebraischen Gebil- 
den im komplexen 9^3 der homogenen Koordinaten AnlaB gaben. 
Sodann gab es Noethers Normalkurve im projektiven wel- 

che zu einem algebraischen Gebilde im Eaume der homogenen 
Variabelen fiihrt. In beiden Fallen sind die homogenen Gebilde 
FlacJien im Sinne der algebraischen Geometrie, also reell 4-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. 

Wir erwahnen weiter die Kleinsche Behandlung der Theorie 



1) Journ. f. Math. 61 ( 1862 ), S. 95. Vgl. auch Encyklopddie II B 2, S. 137. 

2 ) Abelsche Integrale, 1866 . 

3) Man vergleiche etwa die soeben zitierte Abhandlung aus den Math. 
Aimalen, sowie die Bande iiber elliptische Modul- und automorphe FunJdionen, 
welche Klein und Fricke gemeinsam herausgegeben haben. 
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der gewolmliclieii linear en Differentialgleichnngen zweiter Ordnnng^ 
sowie der automorphen Funktionen. Hier wird die eine nnabhan- 
gige Yariabele der gewohnlichen Analysis, duxcli homogene 
Veranderliclie ersetzt: 



nnd anch die abhangige Variabele y wird homogen gemaelit: 



ffierroit verlaBt man die projektive Geometrie, indem die 
durcb die Fnnktion 

y = ii.^) 

definierte Kurve der gewohnlicben Ebene der analytischen Geome- 
trie jetzt als eine Kurve einer erweiterfcen Ebene betracbtet wird, 
welch letztere aber nicht als die projektive Ebene, sondern als die 
Ebene der Funktionentheorie sich einstellt.^) 

Nachdem wir soviel liber das Wesen der homogenen Varia- 
belen vorausgeschickt haben, wenden wir uns jetzt zur Einfiihriing 
derselben in den einfachsten Fallen, sowie zum 1. Hanptsatze, wor- 
auf ihre Einfiihrung beruht. 

a) Der projektive Daum, Diesen Pall haben wir bereits be- 
sprochen. Sind die gewohnlichen komplexen Koordina* 

ten eines eigentlichen Punktes desselben, so besteht die (1 , oo) - 
vieldeutige Transformation in den Gleichungen 

(a^) ^jc — k = 

Einem uneigentlichen Punkte (Aa^, . . ordnet man jeden 
Punkt (f) zu, wofiir 

f 0 = 0 , Ifc = 1 , yl + 0 j = 1 , . . . , ?i. 

DemgemaB besteht durchweg die Nebenbedingiing 
B < I fo I d" I I "P ■ ’ ■ "h I I • 

1) Dieser Gedanke, eine Kurve der gewohnlichen Ebene der komplexen 
analytischen Geometrie als eine Kurve der Ebene der Fimktionentheorie auf- 
zufassen, tritt bereits bei Riemann auf; Theorie der Abelsclien Funktionen, 
Journ. f. Math. 54 (1857), S. 124 =Werke, 1. Aufl. S. lOB; 2. Aufk S. 110. 
Andererseits findet der analytische Vorgang sein Gegenstuck in den Korre- 
■spondenzen der algebraischen Geometrie. 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 5 
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An Stelle der Grappe 

= + ,n, 

\ Cq^ - f - Cqi Xi-{~ Cq^^u 

^ 00^11 ‘ • ^nn ^ } 

tritt mm die Gmppe 

(a ) 1 1 == %ofo + d 1" ^ = 0,1, 

b) Der Baum der Funktionentheorie, Hier wird die Transfor- 
mation im Falle eines eigentlichen Punktes durcb die Gleichungen 

gegeben: 

(bi) Zk = ^, 

Einem uneigentKchen Punkte, wofur Zj^. — oo, ordnet man 

jeden Ponkt (f) zn, wofilr 

~ ^ ^ ^5 • • •> h 

ist, wahrend (bi) statt hat, falls ist. Es bestehen hier die 




.telle der Gruppe 

is' r= 

* Yk^k + ^k' 


tritt nun die 

(ba) 


a&<5; 

Gruppe 



^kYk "4= 0 } 

- (^kCk + ^kCk f 

- YkCk -h ^kCk • 


A = l,. . .. 


/jA — lj « j I Jc^ 


c) Die zusammengesetzten Baume, Jetzt ist klar, wie'^man hier 
vorzugehen hat. So wird man im Beispiele des vorhergehenden 
Paragraphen 


X = 


lo’ 



zu setzen haben. Dabei geht die Gruppe in folgende iiber: 


i ^0 — a ii + h f 2 + c f 0 
j = a' + b' I2 + c' I^Q 


Z — aC + 

2'=7f + (5r. 
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Beziiglicli solcher Baume werden die homogenen Variabelen 
stets so eingefthrt, daB die folgenden Satze gelten. 

1. Hauptsatz.^) Sei F eine FwnMwn^ welche sicli in eimm 
PunUe P des vorgelegten efweit&rten Baumes B analytiscli bzia. 
meromor'ph^) verhdlt, und sei Q ein PunU des Baumes der homo- 
genen Variahelen, welcher P entspricht, Dahei darf P sowohl ein 
eigentlicher als auch ein uneigentlicher Punkt sem^ Q hann aber nur 
ein eigentlicher Punkt sein, 

Alsdann geht F in eine Funktion 0 im Bamme wber, welche 
sich in Q analytiscli hzw. meromorph verhdlt, und zwar im ur sprung- 
lichen Sinne des Wortes, da Q ehen ein eigentlicher Punkt isL 

Beginnen wir mit dem Balle des projektiven Baumes und set- 
zen wir der Kiirze halber n ==% Sei femer P ein uneigentlioher 
Punkt, da der Satz sonst offenbar richtig ist. Vermdge einer 
Transformation 


( 1 ) 


^ __ d" ^7e2% 

^0 0 “1“ <^0 1 “f" ^0 2 ^2 ^ 


werde der Punkt P in einen endlichen Punkt ubergefuhrt. Da- 
bei gebt die vorgelegte Funktion F nach Voraussetzung in 
eine Funktion F{X-^,X<^ uber, welche sich in der Nahe von P^ 
in der Form darstellen laBt: 


F{X^,X,) 


G{X,.X,) 
H(X,, X,)’ 


wo G,H sich beide im Piinkte P^ analytisch verhalten.^) 

Wir flihren jetzt eine Funktion 0 der homogenen Variabelen 
ein, indem wir jedem Punkte welcher einem Punkte 

der Umgebung von P entspricht, den Wert der Funktion F dort 
zuordnen, sofern F dort definiert ist: 

=F = F{X^,X,). 


1) Per 2. Hauptsatz wird erst in Kap. 3, § 30 besprochen. 

2) Eine Funktion verhalt sich meromorph in einem Punkte, wenn sie 
sich als das Verhaltnis zweier sich im Punkte analytisch verhaltenden Funk- 
tionen ausdrlicken laBt. 

3) Die eigentliche Funktion P(%, %) geht in eine Funktion Fi{Xiy X^) 
liber, welche hebbare Singularitaten in der Nahe von aufweisen kann. 
Und nun liefert die erganzte Funktion die Funktion F. Diese Ausnahrne- 
werte, sofern welche vorhanden sind, sind geradezu die Werte der ursprling- 
lichen Funktion in den iinendlich fernen Punkten der Umgebung von P. 

5^ 
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Am Still© im Gropp© 

/ % ^kn^n __ 

2 i %0^11 • • • ^nn 4= 0 > 


tritt null die Gruppe 

(%) it = %ofo + 4 1” ^Jcfi^ny 


A — 0, 1, ...5 TO. 


b) Dff ^fer FmiUiomntheorie. Hier wird die Transfor- 

mation im JMe eines eigentlichen Punktes durch die Gleidmngen 


gegeben: 


^ — 1, . . . , TO. 


Einem iineigentliohen Punkte, wofiir 00 , i=ri,...,z, ordnet 

jeden Punkt (Q zu, wofiir 


= 0. 




ist, walirend (bi) statt hat, falls ist. Es bestehen hier die 

n Nebenbedingungen 

0 < I I + 1 fyt 


An S telle der Gruppe 


. + h 

7k^k + ^k^ 


\l = i, . ,TO, ?:4= K 


tritt nun die Gruppe 


^k dfc ^kYk 11 ? 

\ Zi = ajcCjc ‘h ^kCk , 
1 Zi = . 


c) Die zusammengesetzten Bdume. Jetzt ist klar, wie^'man hier 
vorzogehen hat. So wird man im Beispiele des vorhergehenden 

Paragraphen 

'T* =- « C 


zu setzen haben. Dabei geht die Gruppe in folgende Tiber: 


j ^0 — cc h ^2 + <^ lo 
j == a' + v I2 + c' ^0 I 

Ir2-a"^i+rf2 + c% 


Z — aC 4" /Sr? 
Z'=yC + dC'. 
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Beziiglicli solcher Eaume werdan die homogenen Variabelen 
stets so eingefiilirt, daB die folgenden Satze gelten. 

1. HauptsatzJ) Sei F mm FufMon, welclm sich in eimm 
PmiMe P des vorgelegten erweiimten Baumes R analgtisch bzw. 
meromorpJi^) verMlt:, und sei Q ein Punkt des Baumes 9! der homo- 
genen Variahelen^ welcher P entspriPht Dabei darf P somoJil ein 
eiqentlidier als auch ein uneigentlicher Punkt sein, Q kann aber nur 
ein eigentlicJier Punkt sein, 

Alsdann geht F in eim Funktion 0 im Baume fft uher, welche 
sick in Q analytisch bzw. meromorph uerhdlt, und zwar ini urspriing- 
lichen Sinne des Wortes, da Q ehen ein eigentliclier Punkt isL 

Beginnen wir mit dem Palle des projektiven Eaumes und set- 
zen wir der Kiirze halber n =%. Sei ferner P ein uneigentlicher 
Punkt, da der Satz sonst offenbar richtig ist. Vermoge einer 
Transformation 


(1) 


"i" ^^2^2 

^ Cqo “f* ^01%-}” ^02%^ 


werde der Punkt P in einen endlichen Punkt ubergefiihrt. Da- 
bei geht die vorgelegte Funktion F nach Voraussetzung in 
eine Funktion FiX-^^X^) iiber, welche sich in der Nahe von P^ 
in der Form darstellen laBt: 


F{X,,X,) = 


G{X,^,) 

H{x„x,y 


wo G, H sich beide im Punkte P^ analytisch verhalten.^) 

Wir ftihren jetzt eine Funktion 0 der homogenen Variabelen 
ein, indem wir jedem Punkte welcher einem Punkte 

der Umgebung von P entspricht, den Wert der Funktion F dort 
zuordnen, sofern F dort definiert ist: 

0 (fo j fi? ^ 2 ) ~ F — F {Xi, X 2 ) • 


1) Der 2. Hauptsatz wird erst in Kap. 3, § 30 besprochen. 

2) Eine Funktion verhalt sich mero morph in einem Punkte, wenn sie 
sich als das Verhaltnis zweier sich im Punkte analytisch verhaltenden F^unk- 
tionen ausdriicken laBt. 

3) Die eigentliche Funktion F(iri, %) geht in eine Funktion Fi(Xi,X^) 
tiber, welche hebbare Singularitaten in der Nahe von aufweisen kann. 
Und nun liefert die erganzte Funktion die Funktion F. Diese Ausnahme- 
werte, sofern welche vorhanden sind, sind geradezu die Werte der ursprting- 
lictien Funktion in den unendlich fernen Prmkten der Umgebung von P. 

5 ^ 
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Bin dem Punkte P zugehoriger Ptinkt Q sei (|) = (a), wobei 
«o= O ist. Dann ist 

(2) Cooao + Coi«i + Co 2 «a + 0, also Coiai + CoaKa + O. 

In der Tat sei P ein Punkt {Xui, Aaa)^^,^. Dann darf man 
oi = Oi, (Tj = tta setzen. DemgemaB hat Pj die Koordinaten 


T.„ -vr Cico-\-^{Cjci<h-\- 

hm JC* - hm ’ 


X~oo 


Wiirde nun 

sein, so miiBte auch 


<^ 01 % “ 1 ” ^0 2^2 — ^ 
% H " ^*2 ^2 “ 


* = 1, 2. 


A = l,2, 


da Pi ja im Endliclien liegen soil. Dies hatte aber das Ver- 
scbwinden der Determinante der Transformation zur Polge. 

Des weiteren ist wegen (ai) und (1) 

^koSo "h ^kiSi 4“ 2 1^2 




A: = 1,2. 


^0 0 f 0 4“ ^0 1 f 1 4" ^0 2 'f2 ’ 

Diese Punktionen verhalten sich wegen (2) analytisch im Punkte 
(I) = (a). DemgemaB gehen G und H in Punktionen tiber: 

G(Zi, X,) = r(^o. 1 ^ 1 , ^2), ^2) = H(lo, ^ 1 , 12), 

welche sicb beide im Punkte (i) = (a) analytisch verhalten, und 
hiermit ist der Beweis erbracht. 

In alien anderen Pallen, wie z. B. beim Eaume der Punk- 
tionentheorie, geht man in ahnlicher Weise vor und stellt so den 
Beweis her. 

§ 20. Der Laurentsche Satz. 

Sei S ein regularer, mit zwei Eandkurven 0^, versehener 
Bereich der 'M;-Ebene, und sei T ein ebensolcher, von Pi und 
berandeter Bereich der ; 2 :-Ebene. Dabei liege Ci innerhalb 0^, 
und ebenso F^ innerhalb F^. Sei ferner f{w,z) im Zylinder- 
bereiche (S, T) analytisch und am Eande desselben stetig, Stellt 
man nun f durch die Cauchysche Integralformel dar, so kommt: 


f{w, z) = fc,rAw, z) + fc^rAw, z) + fcjA^, z) + /cw.K z) , 


wobei 




/(«, t)ds 


s — w 


>,j = 1, 2. 
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§ 20. Der Laurentsche Satz 

Der auBerhalb (7i gelegene Teil der 2 /?-Ebene werde mit Si, der 
innerhalb Cg gelegene Teil mit S 2 bezeichnet; und ebenso mogen 
in der ^-Bbene die Bereicbe Ti, Tg erklart werden. Dementspre- 
chend verhalt sich die Funktion fciFj, im Zylinderbereiche 
{Si, Ti) analytisch. 

Jetzt kann man die Fordernng der Stetigkeit am Eande fal- 
len lassen nnd den Satz auch fiir diesen Fall, wie unter ahnlichen 
Umstanden, Bd. I, S. 364 geschah, beweisen. Im librigen darf 
einer der Bereicbe S nnd T einfach znsammenbangen. Dann steben 
rechter Hand nnr zwei statt vier Glieder. 

Nimmt man insbesondere die Bereicbe S, T als Kreisringe an, 
deren Mittelpnnkte m w = 0 bzw. z == 0 liegen, so gestatten die 
betreffenden Integrale Potenzreibenentwickliingen, wie folgt: 


nach positiven Potenzen von “j 





W Z 

fo,r^ „ 

}} 

99 

„ W, 

fc^r^ j) 

}) 

99 

1 

” w ’ ^ ’ 


?> 

99 

„ W,2. 


Endlicb diirfen die Kreise Gi, auf die Pnnkte -k; = 0 bzw. 
0 = 0 zusammenscbrnmpfen, nnd ebenso diirfen sicb die Kreise 
Cg, Pg anf die ganze w- bzw. < 2 ;-Ebene ansdebnen. 

Diese Entwicklnngen iibertragen sicb ohne weiteres anf Fnnk- 
tionen beliebig vieler Veranderlicben. In den vorbergebenden 
Satzen bestebt der Laurentsche Satz fiir Fnnktionen mebrerer 
Argnmente. 

Anwendung des Satzes. Wir wollen den Lanrentscben Satz 
gleicb zum Beweise eines allgemeinen Theorems anwenden, wel- 
ches nm so frappanter ist, daB es kein Analogon in der Theorie 
der Fnnktionen einer Variabelen besitzt. 

Satz.i) Ist f{w, z) im Bereiche 
X: \ w \ -{- \ z \ > G 

analytisch, wo G eine feste Zahl hedeutet, und hleibt f dort au/^erdem 
endlich, so ist f eine Konstante. 


1) Madison Colloquium, p. 145. 
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Zum Beweise stelle man die Punktion im Bereiche 
G<\z\<oo, I w I < oo 

in der Perm dar: 

/(w, e) = hr, + hr, = 

A = 0 

Dabei verbalten sicb die Koeffizienten im Bereiche < | ^ | < oo 
analytisch. Hier miissen aber zunacbst alle Koeffizienten Aj,{z) 
wofiir Ti >0 ist, identisch verschwinden. Sonst sei ein 

KoefKzient, wofiir dies nicbt zutrafe, und sei auBerdem A,,' {z^) 4= 0 
|2oI>G. Piir groBe Werte von w bleibt f{w,z^) aber nacb Vor- 
aussetzung endlich, und biermit ist man zu einem Widerspruch 
gefiihrt. DemgemaB reduziert sich f{w,z) auf eine Punktion 
von 0 allein. Bei den Voraussetzungen des Satzes treten aber w 
und z symmetrisch auf. Baber erweist sicb / ebenfalls als eine 
Punktion von w allein, und biermit ist der Beweis erbracbt. _ 
Der Satz laBt sicb aucb, wie folgt, formulieren. 

VevMU sich eim FunMon f{zy,...,z„), n^z, in jedem 
Punkte des unendlich femen Bereiches analytisch, wie auch immer 
dieser Bereich als abgeschlossene PunUmannigfaltigheit definiert wer- 
itioge, so ist f eine Konstante, 


S ^1. Analytisclie Fortsetzung. 

Der Begriff der analytiscben Portsetzung, wie er im ersten 
Bande dieses Werkes, 9 . Kapitel, fiir Punktionen einer Variabelen 
ausemandergesetzt ist, iibertragt sicb obne weiteres auf Punktio 
nen beliebig vieler Argumente. Verbalt sicb namlicb f(z,, .. z) 
im Imem eines 2n-dimensionalen Bereicbes T des EaumeV’de"r 
Variabelen {z^,...,z„) analytisch; gibt es ferner einen T umfas- 
senden 2 n-dimensionalen Bereich $ nebst einer im Innern von S: 
analytiscben Punktion, welche in den Punkten von T mit f iiber 
einstimmt, so sagt man, / laBt sich iiber T binaus analytisch fort- 
setzen Die erweiterte Punktion, fiir die nicbt zu T gehorigen 
unkte von £ betrachtet, heiBt eine analytische FoHsetzung von / 

reich/Urr: v„„ , ™ Be. 

e gibt, folgt aus dem Identitatssatze von § 12 

_ Allgemeiner seien T, T zwei iibereinandergreifende Bereiche 
“ denen zwei Punktionen bzw. ] 

analytisch verbalten. Stimmen dann / und ^ im Innern dues bei 
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den Bereiclien gemeinsamen Gebietes miteinander •iiberein, so bil- 
det jede derselben eine analytische Portsetzimg der anderen. 

Auch die analytische Fortsetzung einer vorgelegten Funktion 
langs einer bestimmten Kurve findet bier ihre naturgemaBe Ver- 
allgemeinerung. Ehe wir uns indessen zur naheren Besprechung 
dieses Begriffs hinwenden, fiihren wir vorerst gewisse Bereiche 
ein, welche auch sonst in der Theorie der analytischen Fortsetzung 
von Wichtigkeit sind. 

Definition der Bereiche K. Sei f(w,z) im Punkte (wq,Zq) 
analytisch, und sei 

\w — Wo\<r, — ;Sol<^ 

ein im Definitionsbereich von f belegener Kreiszylinderbereich. 
Dann ist es denkbar, daB f eine analytische Fortsetzung gestattet, 
derart, daB die neue Funktion sich in einem groBeren Bereiche 
Z'/, wofiir also r' > r ist, analytisch verhalt. Ist / keine ganze 
Funktion, so sei B die obere Grenze der Zahlen r. Wir konnen 
dann den Kreiszylinderbereich = iT == als eine Verallge- 

meinerung des wahren Konvergenzkreises im Falle n = 1 ansehen 
und zu ahnlichen Zwecken benutzen. — Im Falle einer ganzen 
Funktion soli E aus dem ganzen endhchen Eaume bestehen. 

Zur Bestimmung der Zahl B kann man sich der Taylorschen 
Eeihenentwicklung bedienen. Setzt man diese in der Form an: 

f {w, z) = a„„{w — Wo)” {z — ZoY , 

und schreibt man ferner 

~ j ^mn i j 

wobei die Summe sich auf alle Werte von m, n erstrecken soli, 
wofiir m + n == k ist, so ist B offenbar die obere Grenze der- 
jenigen positiven Zahlen r, wofiir die Beihe 

A’ = 0 

konvergiert. 

Definition der Bereiche ^ im Baume der Funktioneniheorie. Wir 
wollen den eigentlichen Eaum noch durch einen unendlich fernen 
Bereich zu einem geschlossenen Bereiche ergtozen. Beginnen wir 
mit dem Eaume der Funktionentheorie. 
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1st {w, z) ein Punkt, wofiir | ^ | ^ 1 bzw. w =00 ist, und tibt 
man die Transformation 



aus, so geht dadurch in einen Punkt {w',z') Tiber, wofiir 

1 1(;' I ^ 1 ist, wahrend | z f unverandert bleibt. 

Ebenso geht ein Punkt (w, z), wofiir | ^ | ^ 1 bzw. z == cx> ist 
durch die Transformation 

(Aa) w' = w, 

z 

m einen neuen Punkt (w',z') Tiber, -wofiir l^l ^l ist, wahrend 
I w I unverandert bleibt. 

Vermoge der beiden Transformationen (Aj) und (Aj) Tra.nr, man 
einen beliebigen auBerhalb des Bereiches 

■®V Iwl ^ 1, |2| 

belegenen eigentlichen oder uneigentlichen Punkt (w,z) in einen 
Punkt von B iiberfuhren. 

Vom Standpunkte der Gruppentheorie aus IranTi man den 
Sachverhalt bier, wie foigt, auffassen. Durch die Transformatio- 
nen (Aj) und (Aj) -mrd eine endliche Gruppe erzeugt, deren 
weitere Transformationen aus der Identitat nebst der folgenden 
bestehen : 

(-^3) w' = — z' = 

■w z 

Und nun erhalt man einen Fundamentalbereich fiir diese Gruppe 
indem man die Punkte (w, z) nimmt, wofiir 

N |<1 bzw. 1^1=1, 0^2/, z^x + iy, 

und ebenso 


I w < 1 bzw. 


\w\ 


■ + iv, 


ist. Dieser Bereich werde mit g bezeichnet. 

Wir Sind nunmehr in der Lage, jedem Punkte (w,, z,) einen 
dem fruheren K analogen Bereich f beizulegen, wie es die Ver- 
haltnisse nn erweiterten Eaume erfordern. Liegt namlich ^ i 

wtrdV (w f) ? ^ ^ erklart werden. Sonst 

werde (wo, z^) durch erne geeignete Transformation S dor Gruppe 

n gebracht und der zum transformierten Punkte fw' z' ) und 
.ur transformierten Punktion gehdrige Berllh be 
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stimmt. Indem man nun K durch die zu S inverse Operation 
transformiert, entsteht dadurch ein Bereich, welchen wir mit k 
bezeichnen wollen.^) 

Im allgemeinen Falle n = n handelt es sich urn die Gruppe 

Z'j = , Z 2 = Z^f » , ^ y Z'^ — Z^n ^ 

wobei die Exponenten unabhangig voneinander die 

Werte 1, -1 aimehmen. Damach ist die Gruppe von der 2"-ten 

Ordnung. Ein zugehoriger Eundamentalbereich ^ besteht aus den 
Punkten 

hzw. 1^1 =1, 0 ^ 2 /,, Zt^x,+ iy,. 

§ 22. Fortsetzung. Das Gleiche im projektiven Raume. 

Hier kann man sich der Gruppe bedienen, welche durch die 
beiden folgenden Transformationen erzeugt wird: 

(■^i) w' = —, z' = —- 

(Aa) w’ = ^, / = !. 

^ z 

Diese Gruppe entspricht der in homogenen Variabelen ge- 
schriebenen Gruppe 

Q j 

= a;.,, 


= a:i„, 

wobei eine beliebige Anordnung der Zahlen 1 2 

. . n vorstelIt.“) ’ ’ 


bestimLf “ tJTr® 7°*! 5 belegene Punkte ist S nioht eindeutig 

als die Tmnsform^tirn “ man etwa festseteen, daB S 


imd nicht als 



nur solche Koordinaten transformiert werden, 


gewahlt werde; d. h. daB 
wofiir dies vonnoten ist. 

S sj- vergleiohe man Klein, Math. Annalen 4 (1871), 

o. Ij. Jri. Moore, Amer. Jourfi. of Math. 22 (1900), p. 336. 
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Tm Palle m=3 schreibt man leicht alle 8! Transformationen 
in nicht-homogenen Yariabelen bin und iiberzeugt sicb dann ohne 
Miibe, dafi ein Fundamentalranm fiir die Gruppe aus dem Innem 
nebst einem Teil der Eandpunkte des Bereiches 


besteht. 

Bezeicbnet man die homogenen Yariabelen fiir ein beliebiges 
n mit Wi, . . und fabt man den Bereich 

n 

E: I Wi I < I W2 1 ^ ^ I I > ^ I w* I > 0 

A = 1 

ins Auge, so liefern die inneren Punkte von H, d. h. die Punkte 
wofiir stets das Ungleichheitszeichen gilt, eben die inneren Punkte 
eines Pundamentalbereiches @ im Eaume der homogenen Variabe 
len. Die Eandpunkte von H werden erhalten, wenn mindestens 
ein Gleichheitszeichen gilt. Sie sind mithin diejenigen Punkte von 
H, welche auf einem der Gebilde 

l^il = |% + 1 N .,n-] 

sei noch bemerkt, daB stets 1 | > 0 ist. 
ein Punkt von iJ, so wird (gw), ebenfalls ein 
i.iXO VUXJ. H sein. Wir konnen nun zu einem Pundamentalbereich 
% fiir die nicht-homogene Gruppe iibergehen, indem wir Wn = 1 
'^Tc = ^h 9 setzen. Die inneren Punkte von g sind 

dann die inneren Punkte des Bereiches 

Ull ^ 1 ^ 2 ! ^ 1, 

und die Eandpunkte von P sind wieder solche, wofiir mindestens 
ein Gleichheitszeichen gilt. Ist nun etwa 

I I “ I -^2 I J =1= ^2 ; 

SO wollen wir unter den hiermit kongruenten Punkten denjenigen 
zu ^ rechnen, wofiir 

0 g arc < arc ^2 < Stt ist. 

Damit ist g' vollig definiert. Ein innerer Punkt von g wird 
nur durch die Identitat in einen Punkt von ^ iibergefiihrt. Bin 
Eandpunkt von % wird niemals in einen anderen Punkt von g 
iibergefiihrt. 
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Die Bereiche Wir sind nunmehr in der Lage, die Bereiche 
® zu definieren. 1 st {wq, Zq) bereits ein Punkt von ^ und ist 
K der dazugehorige Bereicb, so moge ® eben als der Bereich E 
erklart werden. 

In jedem anderen Palle sei (w'^z') derjenige Punkt von 
welcher (wq^Zq) unter der Gruppe entspricht, und sei T eine Trans- 
formation, welche {Wo,Zq) in (w',z') liberfubrt. Ist (to', 0') ein in- 
nerer Punkt von H, so wird es nur eine derartige Transformation 
geben. Sonst kann es mehrere geben, und wir nehmen eine davon 
willkiirlich an. 

Im iibrigen ist es leicht, abnlicli wie vorbin bei der Pestle- 
gung der Bandpunkte von eine Verabredung zu treffen, wonach 
die Transformation T auch in diesem Palle eindeutig bestimmt 
wird. So konnte man beispielsweise unter zwei Transformationen 

QXi ~ ^ J 

die erstere stets dann und nur dann vorziehen, falls die erste von 
0 verschiedene Differenz ii — ji, '^2 — • • • positiv ist. 

Pahren wir fort, indem wir den zu (to', 0') und zur transfor- 
mierten Punktion f'{w',z') gehorigen Bereich K bestimmen, 
Durch die zu T inverse Transformation wird nun K in denjenigen 
Bereich ubergefiihrt, welchen wir als ^ bezeichnen wollen. 

§ 23. Analytische Fortsetzung langs einer Kurve. 

Kurven im erweiterten Baume. Unter einer reguldren Kurve 
des erweiterten Raumes versteht man eine Punktmenge L, welche 
in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegt werden kann, derart, 
daB je zwei aufeinanderfolgende Teile entweder schon im End- 
lichen liegen und eine regulare Kurve bilden oder doch wenigstens 
durch eine Transformation der betreffenden Gruppe ins Endliche 
projiziert werden konnen, wobei dann das x\bbild derselben eine 
regulare Kurve abgibt. Im xibrigen soil die Kurve L aus einem 
zusammenhangenden Stiicke bestehen. 

Kann man die obigen Teile auBerdem noch • so wahlen, daB 
jeder davon, welcher bereits im Endlichen liegt, analytisch ist, 
wahrend die anderen, nachdem sie einmal ins Endliche projiziert 
sind, analytische Kurvenbogen liefern, so heiBt L eine ayialytische 
Kurve bzw., falls mehrere verschiedene analytische Kurvenbogen 
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aneinander gereiht sind, ein amlytischer Kunenzug des erweiterten 
Raumes. 

Analytische Fortsetzung Idngs einer Kurve. Sei L eine regu- 
lare vom Punkte (%,^o) ausgehende Kurve des eigentlichen bzw. 
des erweiterten Raxunes, und sei / {w, z) im Punkte (wq , Zq) analy- 
tisch. Dann kann man f{w, z) vermoge ubereinandergreifender Be- 
reiche S Itogs L analytiscb fortsetzen, indem man zunachst einen 
innerhalb aber nahe am Rande dieses Bereiches gelegenen 

Punkt (%,%) wahlt und dann den Bereich in Betracht 

zieht. Durch Wiederholung dieses Schrittes wird man entweder 
die ganze Kurve L mit einer endlichen Anzahl von Bereichen 
iiberdecken, oder aber auf die Existenz eines ersten unerreichbaren 
Punktes, {w,z), schlieBen konnen. 

Die Tibrigen Bntwicklungen des ersten Bandes, Kap. 9, § 1 
Tibertragen sicb jetzt ohne weiteres auf Funktionen mehrerer 
Variabelen. Wir heben noch die Definition besonders hervor, wo- 
nach eine in einem Bereicbe T analytische Funktion 
und eine zweite im Bereiche T analytische Funktion 9 ? 
als gegenseitige analytische Fortsetzungen voneinander erklart wer- 
den sollen, falls es moglich ist, die Funktion / von einem inneren 
Punkte des Bereiches T aus langs einer Kurve L bis zu einem in- 
:te P von T' hin analytisch fortzusetzen, wobei dann 
letzte Fortsetzung in der Nahe von P mit der Funktion ^ 
libereinstimmen soil. 

Theorem. Sei T ein Bereich von einfachem linear en Zu- 
sammenhange, und sei einem Punkte von T 

analytische Funktion, Ld^t sich dann f Idngs jeder in T belegenen 
reguldren Kurve analytisch fortsetzen, so bilden die also erhaltenen 
Funktionswerte eine in T analytische Funktion. 

Der Beweis laBt sich bier geradeso fiihren wie im Falle n = 1 
(I, 9, § 2 ), indem man sich der Verallgemeinerung jener Bntwick- 
lungssatze betreffend linear einfach zusammenhangendc Bereiche 
bedient. Andererseits kann man von der Voraussetzung ausgehen, 
daB jede einfache geschlossene in T gelegene Kurve L sich stetig 
auf einen inneren Punkt von T zusammenziehen laBt, ohne einen 
Randpunkt von T zu iiberschreiten. Ware nun der Satz nicht 
richtig, so miiBte es einen inneren Punkt A von T und eine Be- 
stimmung / = /i der Funktion in der Nahe von A geben, derart, 
daB, wenn von A aus langs einer gewissen Kurve L analytisch 
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fortgesetzt wird, eine von /i versehiedene Bestimmung /g von / in 
der Nahe von A sich einstellt. Jetzt ziehe man L stetig auf einen 
inneren Punkt B von T zusammen. Dabei beschreibt der Punkt 
A eine Kurve, langs deren sowohl als /g analytisch fortgesetzt 
werden mogen. Da nun aber und /g stets voneinander verschie- 
den sein miissen, in der Nahe von B es aber nicht sein konnen, 
so wird man hiermit zu einem Widersprucb geftihrt. 

Der Zusatz (I, 9, § 2) nimmt bier auf Grund des Satzes von 
§ 20 eine verscharfte Porm an, welche den jenem Satze zugefiig- 
ten Zitaten gemaB noeh enger gefaBt werden kann. 

Zusatz. Verhdlt sich eine Funktion in jedem 

Punkte des unendlich fernen Bereiches analytisch, so ist f eine 
Konstante. 

Das Theorem {A'), (I, 9 § 2), laBt zwar auch eine Verallge- 
meinerung zu, welche jedoch von weniger Bedeutung ist, wie im 
Palle n = 1. Unter den Yoraussetzungen des Satzes kann man 
namlich schlieBen, daB sich keine zweiseitige Plache S in die 
Kurve L einspannen laBt, derart, daB L stetig iiber S bin ver- 
schoben und schlieBlich auf einen Punkt zusammengezogen wer- 
den kann, wahrend / dabei stets langs L analytisch fortgesetzt 
werden kann. Mit anderen Worten laBt sich die Kurve L nicht 
in einen linear einfach zusammenhangenden Bereich einbetten, 
worin die Funktion beliebig analytisch fortgesetzt werden kann. 

Der Satz von Bd. I, S. 454 iibertragt sich direkt auf Grund 
des verallgemeinerten Eiemannschen Satzes von Kap. 3, § 3. 

Von den vier Aufgaben gilt die zweite unverandert. Auch die 
dritte trifft zu, und zwar auf Grund der Satze von Kap. 3, § 29. 
Die vierte handelt von meromorpher Portsetzung, Kap. 3, § 13, 
und bleibt ebenfalls bestehen. 


§ 24. Definition einer monogenen analytischen Funktion. 

Im ersten Bande, Kap. 9, §§ 3, 4, ist der Begriff einer mono- 
genen analytischen Funktion einer kornplexen Yariabelen ausfiihr- 
lich entwickelt worden. Jene Definition iibertragt sich unmitt el- 
bar an der Hand des Vorausgehenden auf Punktionen mehrerer 
Argumente. Insbesondere braucht man auf S. 455—457 nur den 
Wortlaut und die Beziehung in evidenter Weise abzuandern. 

Was dagegen den Begriff des monogenen analytischen Ge- 
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bildes (I, 9, S. 457) anbetrifft, so miissen wir deswegen auf das 
folgende Kapitel hinweisen. 

Die Definition eines Zweiges bleibt bestehen. An Stelle der 
Eiemannscben Flache tritt jetzt der mehrfach zn zahlende Eie- 
mannsche Eaum. Auf das Analogon der Verzweigungspunkte kon- 
nen wir aber erst eingehen, wenn uns die Entwicklungen des 
nacbsten Kapitels zur Verfiigung steben. 

Da der Definitionsraum der Funktionen mehrerer Argumente 
der Anschauung weiter entriickt ist, wie im Falle n = 1, so ist es 
urn so mehr von Wicbtigkeit, eine vollkommene arithmetische 
Prazisierung des Begriffs der monogenen analytischen Funktion zu 
besitzen. Gliicklicherweise laBt sich die Aritbmetisierung im Falle 
n = 1 ohne weiteres auf den allgemeinen Fall iibertragen. Der 
Hauptsatz (I, 9 § 4) nimmt bier folgende Gestalt an. 

Theorem. Sei . . ., z^) im Punkte (%, . . ., a^) = (a) ana- 
lytisch, Dann hann man dieser Funktion eine dbzdhTbare Menge von 
Funktionen: 

^ fk {.^1 j • * * j J /c = 0, 1, 2, . . 

folgender Beschaffenheit zuordnen: 

mktion verhdlt sich analytisch in einem 

:,ic>bone dessen Mittelfunkt im Punkte (a^) = , . . . , 

^= 0 , 1 , 2 ,..., liegt Da/3 moglichst gro/i angenommen werde, ist ja 
hier in der Definition dieses Bereiches mit enthalten. In der Nahe 
der Stelle (a^) = {a) soil aufSerdem fo{zi , . . . , z^) mit der vorgelegten 
Funktion ubereinstimmen. 

b) Jede Funktion Id/^t sich aus jeder anderen 

dieser Funktionen durch analytische Fortsetzung aUeiten, 

c) Sei L eine reguldre Kurve des erweiterten Baumes, Idngs de- 

ren /(%?..., sich analytisch fortsetzen Id/St. Dann kann ddese 
analytische Fortsetzung vermoge einer endlichen Anzahl der Fimk- 
tionen Zn) geleistet werden. 

Der Beweis gestaltet sicb aucb geradeso wie im Falle n = 1. 
Wir geben vom Bereicbe aus und numerieren ziinachst die ra- 
tionalen Punkte desselben, d. b. diejenigen Punkte von deren 
Koordinaten samtlicb rationale komplexe Zahlen sind; dazu werde 
aucb der Punkt (a) selbst mit gezablt: 

(a«) = (a), (ai), 
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Jedem dieser Punkte (#) ordnen wir dann den zugehorigen Be- 
reich ^je zn. Die so gewonnenen Punktionen 7 a(%, genti- 

gen Bedingungen a) und b) des Satzes. 

Jetzt ist scbon klar, me das Easonnement weiter verlauft, 
und so erhalt man denn den vollstandigen Beweis. 

Anstatt von einer einzigen Funktion /(%, auszugelien, 

batten wir auch gleicb eine beliebige endliche Anzahl von Funk- 
tionen 

/(!)(%, . . 

deren jede sich im Punkte (a) analytiscb verhalt, zugrunde legen 
konnen. Die Formulierung des erweiterten Satzes ist ja evident, 
und der Beweis gestaltet sich ebenfalls so wie im oben besproche- 
nen Falle. 

Der am Ende jenes frtiheren Paragraphen befindbche Satz 
nimmt bier die folgende Gestalt an. 

Satz. Vorgelegt sei ein Funhtionensystem, 

% 

wohei Zn) sich im Punhte (a) analytisch verhdlt Sei fer- 

^er (z) = {z') ein helieiiger Punkt, nach welchem sich das simultane 
Funktionensystem analytisch fortsetzen Id/St, und sei {w\, , , ,, w[) 
das also erhaltene System der Funktionenwerte, Dann hilden die 
verschiedenen Wegen entsprechenden Komplexe {w\, , . ,,w[) stets nur 
eine abzdhlbare Menge. 

Vom Definitionslereiche einer monogenen analytischen Funktion. 
Im AnscbluB an den Fall n liegt es nahe, den Inbegriff der 
zu einer monogenen analytischen Funktion bzw. zu einem mono- 
genen analytischen Funktionensysteme gehorigen Bereiche S als 
einen mehrblatterigen Eiemannschen Eaum auffassen zu wollen. 
In besonderen Fallen ist dies auch leicht durchzufiihren. Wir er- 
innern aber daran, daB der Beweis schon im Falle n = 1 nicht auf 
der Hand lag; (I, 14 §18). Und ebenso im Falle n>l bedarf 
diese Frage einer besonderen Untersuchung. 

Zum Begriffe der monogenen analytischen Funktion ist in- 
dessen dieser Satz nicht notig, wie aus dem Vorhergehenden ja be- 
reits ersichtlich ist. Trotzdem ist es zweckmaBig, wenigstens im 
Kleinen eine Vorstellung des Eaumes der Argumente der Funktion 
zu haben. Es sei uns darum gestattet, die verschiedenen S;;. nebst 
ihren zugehorigen Funktionselementen fk{zi, * • z^) bzw. Systemen 
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{fT 

Inbegriffe dieser als vom Definitionslereiche der Funktion bzw. 
des Funktionensystems zu reden, ohne dabei die andere Frage 
Yorlaufig zu beruhren, wie diese zu einem Eiemannschen Kaume 
zusammenzufugen sind. 

Algebraische Funktionen. AuBer solchen analytiscben Funktio- 
nen, welche aus den Elementarfunktionen explizite zusammenge- 
setzt werden, sind die algebraischen Funktionen mehrerer Argu- 
mente wohl die einfacbsten, welche sich in der Praxis einstellen. 
Sei G{zi,...,Zn) ein irreduktibles Polynom, welches von positivem 
Grade in z^ ist. DaB dann durch die Gleichung 

G{z^, . . .,Zn) ==0 

eine monogene analytische Funktion von (zi, • . z^-i) definiert 
wird, kann man mit Hilfe des WeierstraBschen Satzes liber ratio- 
nale Funktionen mehrerer Variabelen nachweisen; vgl. Kap. 3, 
§ 29: 

§ 25. Von der Permanenz einer Punktionalgleichung; analytische 
Portsetzung vermoge einer solchen. 

Wir koimen dem Theorem von Bd. I, Kap. 9, § 6 jetzt eine 
etwas allgemeinere Fassung geben, da wir damals von ganzen 
Funktionen mehrerer Veranderlichen nicht reden konnten. 

Theorem. Sei 

(1) G{wj_,...,w„) 

eine ganze rationale oder transzendente Funktion von w^, . . ,, 10 ^, 
und sei % der Definitionslereich eines gewissen monogenen ana- 
lytisohen Funktionensystems, /i ^j,) 2 j,) . Setzt 

man nun 

und trdgt man diese Werte in w^) ein, so moge die hier- 

durch entstehende Funktion von (-s^i , . . . , ^ 3 ,) in der Umgehung eines 
Punktes {z) = (a) von % identisch verschwinden: 

(^) • • •, ^p)] ^ 0 . 

Alsdann leistet auch jedes System gleichzeitiger analytiscJier Fort- 
setzungen der Funktionen ( 2 ) ilher einen in $ verlaufenden Weg L 
hin der Punktionalgleichung (3) Genilge. 
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Allgemeiner gilt der Satz fur jede Funhiion 

welche sich in einem belieligen Funkte {w\z') ana- 
lytisch verhdlt, wo {w') willkurlich im endlichen Faume genommen 
wvrd und {z') einen reguldren Punkt von % ledeuteL 

Der Beweis gestaltet sicb geradeso wie im fruheren Falle. 

DaB solche Einschrankungen, wie sie bei der obigen Eormu- 
lierung des Satzes auftreten, nicht uberfliissig sind, zeigt ein 
Beispiel: 

G w^) = Q (^i) — Q (w^) , 

wo Q{z) die in Bd. I, Kap. 9, §5 definierte Eunktion bedeutet, 
und % die schlichte Ebene ist. Setzt man bier 

= /i(«) = ^, Wa = U{z) = z, 

SO wird zwar (3) geniigt, solange | ;^ [ < 1 ist, — aber auch nur 
so lange. 

Das Theorem ist fiir die Theorie der partiellen Differential- 
gleichtingen von fundamentaler Bedeutung. 

Eine klassische Anwendung des Satzes findet sich bei 
WeierstraJB^), wo es sich um den Nachweis handelt, daB die 
symmetrischen Verbindungen der Abelschen Funktionen im ganzen 
endlichen Eanme der Argumente keine anderen Singularitaten 
als nnr auBerwesentliche aufweisen. Die SchluBweise ist mit der 
im Bd. I, Kap. 9, § 6 unter b) auseinander gesetzten Methods 
verwandt, wodurch gezeigt wurde, daB die Funktion sn u keine 
anderen Singularitaten im Endlichen als nur Pole besitzt. 

In dieser Hinsicht erwahnen wir auch die WeierstraBsche 
Abhandlung betreffend die analytischen Fakultaten. Nachdem sich 
namhafte Mathematiker mit diesem Problem bereits beschaftigt 
batten, war es der Begriff der analytischen Fortsetzung nebst der 
Permanenz einer Funktionalgleichung, welcher den Fortschritt gab; 
Werke, Bd. I, S. 155. 

§ 26. SchluBbemerkungen iiber analytiscbe Fortsetzung. 

WeierstraB hielt es nicht fiir uberfliissig, zu erwahnen, daB 
die Werte, welche eine analytische Funktion langs eines Stiickes 
einer analytischen Kurve annimmt, unter Umsttoclen langs der 

1) Es ist mir namlich in der Erinnerung, daB WeierstraB in seinen 
Vorlesungen iiber Abelsche Funktionen diese Methode verwendet habe. In 
seinen Werhen, Bd. IV, 22. Kap. hat er den Beweis freilich anders gefiihrt. 

Osgood, nunktionentheorie. 11,1. 2. Aufi, 6 
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Kurve analytisch fortgesetzt werden kdnnen, ohne daB die Punk- 
tion der urspriinglichen Argumente notwendig eine entsprechende 
analytische Portsetzung gestattet. 

Sei beispielsweise Q(z) die in Bd. I, Kap. 9, § 5 definierte 
Punktion. Daraus bilden wir die Punktion 

=Q{h)Q{h)- 

Der Definitionsbereich dieser Punktion besteht offenbar aus dem 
Innern des Kreiszylinders 

$: I % I ^ 1 > I ^2 1 ^ 1 • 

Im iibrigen ist sie auch stetig am Eande desselben. Da nun 
Q(0) = 0 ist, so nimmt / langs der Geraden 

L: = 0^t<l, 

den Wert 0 an, und diese Werte lassen sich auch langs L auBer- 
halb % fortsetzen. — Man vergleiche librigens das Beispiel am 
Ende von § 25. 

Endlich sei noch bemerkt, daB die Punkte des (2n + 2)- 
dimensiohalen Eaumes, welche eine monogene analytische Punk- 
tion 

w =/(%, . . 

darstellen, in jede Nachbarschaft eines jeden Punktes dieses 
Eaumes hineindringen konnen. Als Beleg dafiir diene folgendes 
Beispiel. Sei 

w^f{z) 

ein uberall endliches Abelsches Integral, p > 1, und seien min- 
destens drei der Periodizitatsmoduln linear unabhangig im Bereiche 
der ganzen Zahlen. Dann kommt w in einem beliebigen Punkte 
z = z' einem willkurlich vorgegebenen Werte C beliebig nahe. 

Dasselbe Beispiel dient auch allgemein, indem man f{z) bloB 
als eine Punktion von n Argumenten Zj^ -= z, z^, . . auffaBt. 


Zweites Kapitel. 

Implizite Funktionen. Teilbarkeit, 

§ 1. MehrdeTitige implizite Funktionen. 

Eine der friihesten Anwendungen des Cauchyschen Eesiduen- 
kalkuls besteht darin, die Anzahl der Wnrzeln einer algebraischen 
Oder auch transzendenten Gleichung zu bestimmen, welcbe in der 
Nahe einer bestimmten Wurzel derselben liegen.^) 

Sei F{w,z) im Punkte (b,a) analytiscb, und sei 

F(h,a)=0, F{w,a)^0. 

Dann wird die Eunktion F(w,a) eine Wurzel m-ter Ordnung, 
m ^ 1, im Punkte w = h, aber keine zweite Wurzel in der Nahe 
von h haben. Sei 

Iw — h] <ri, \z~-a\ <h-^ 

ein Bereich, in welchem Fiw,z) sich analytiscb verhalt, so kann 
man r < Vi so wahlen, dab F(w,a) in keinem Punkte des Be- 
reiches 0 < \w — b \ ^ r verschwindet. Darauf moge g so be- 
stimmt werden, daB F{Wy ;s) 4= 0 ist, wo \W — b\=r und 
\z — a\ <h ist. DaB dies in der Tat angeht, erhellt daraus, daB 
F(w,z) in jedem Punkte der Kurve \W — h\=r, z = a stetig 
und von 0 verschieden ist. Der Kiirze wegen setzen wir hinfort 
& = 0 . 

Nun behaupte ich: ist z ein beliebiger Punkt des Bereiches 

T: \ z — a \ < hy 

so hat die Gleichung 

( 1 ) F{WyZ)^0 

1) Cauchy, Turiner Abhandlung vom 11. Oktober 1831. — Exercices 
d’analyse, Bd. 2, 1841, S. 64; vgl. (I, 7, S. 354). 
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genau m im Kreise \w\<r gelegene Wurzeln. In der Tat wird 
die Anzahl der in jenem Kreise belegenen Wurzeln von F{w,z), 
indem Tna,Ti z als einen festen Punkt von T und w als im Kreise 
I w I ^ r veranderlich ansieht, durch das Integral 


1 r Fw(W, Z) im- 
-ij F{W,z) 


27ti, 


P„{w, z) 


dw* 


gegeben, wobei iiber den Kreis G: \ W \ in positivem Sinne 
integriert wird. Im Punkte 0 = a hat dieses Integral den Wert m. 
Fernerhin andert sich dasselbe stetig, wenn 2 sich im Innern des 
Bereiches T bewegt, und da nun das Integral stets eine gauze 
Zahl vorstellt, so muB letztere notwendig immer den gleichen Wert 
m beibehalten. — Wir woUen die m Wurzeln mit 
bezeichnen. 

Des weiteren sei (p{w) eine im Kreise \ w\ dr analytische 
und am Eande desselben stetige Punktion. Erstreckt man das 
Integral 



P w(W } 
F{W, z) 


dW 


iber C, so erhalt man hierdurch (I, 7, § 11 , 
Wert des Ausdrucks^) 


?>(%) H h (piWm) =P{^)‘ 

Insbesondere erkennt man, daB P{z) im Bereiche T eindeutig 
und analytisch ist. 

1 st TO = 1 und setzt man 99 (w) = w, so ergibt sich hiermit, 
daB durch die Gleichung (1) eine Punktion w = P{z) definiert 
wird, -welche sich im Bereiche T analytisch verhalt; man ver- 
gleiche auch (I, 7, § 11, Aufg. 1). Im iibrigen werden samtliche in 
der Nahe der Stelle ( 0 ,a) belegenen Wurzeln der Gleichung ( 1 ) 
durch die Punktepaare {P{z),z) erschopft. Hier findet sich wohl 
der erste Existenzbeweis betreffend implizite Funktionen.^) 

Soviel bei Cauchy. Jetzt ist nur noch ein kurzer Schritt zu 
einer wichtigen DarsteUimg der Punktion w im Palle to > 1. 
Dies geschieht, indem wir mit Simart®) 

(p{w) = fc = 1, . . ., TO, 


1) Cauchy, a. a. 0., S. 66. 

2) Cauchy, a. a. 0., S. 71. 

3) Picard, TraiU d’analyse, Bd. 2, Kap. 9. 
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§ 1. Mehrdeutige implizite Funktionen 

setzen. So kommt: 

w* + H bwi= Pkiz)- 

Zieht man nocli die bekarmten Formeln der Algebra heran, wo- 
durch die symmetrischen Funktionen 

Aj_= — (wi + Wz-{ 

H h 


rational und ganz durch obige Summon dargestellt werden, so er- 
kennt man, daB auch die A-j^ im Bereiche T analytische Funktio- 
nen von z sind. 

Hiermit ist folgender Satz begriindet, den wir gleich fiir den 
Fall von n + 1 Variabelen aussprecben, da der vorstehende Be- 
weis ohne wesentlicbe Modifikation auch bier noch gilt. 

Satz. Sei F{w, z^, ^ im Punhte (&,%, ...,an) cinaly- 

tisch, und sei 

F{b, an) = 0, F{w, %, . . an) ^ 0. 

Der Einfachheit halher werde 6=0 gesetzt, Dann gibt es eine be- 
stimmte Umgehung T der Stelle a„) und eine Umgebung K 

des Punldes w = 0, 

T: \Zj~ay\<hf j=l,...,n; K: \w\<r, 

derart, dap, wenn (z) ein beliebiger Punkt von T ist, die Gleichung 
F{w, Zi , . . = 0 

genau m Wurzeln in K besitzt. 

Im ubrigen werden diese Wurzeln durch eine Gleichung von der 
Form 

H h = 0 

gegeben, wobei Aj^, eine im Bereiche T analytische, im 

Pwnkte {a^, . . ., an) verschwindende Funhtion von (z^, , . Zn) be- 
deutet. 
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1, 2. Implizite Funktionen. Teilbarkeit 

In dieser Formulierung ist der Satz wohl zuerst von Weier- 
straB’*^) ansgesprochen und vermoge des Vorbereitungssatzes (vgl. 
nnten §2) bewiesen worden. Er findet sieh bei Poincare^) nebst 
emem Beweise und wurde spater auch von WeierstraB®) ge- 
druckt. 

§ 2. Der Weierstrafische Vorbereitungssatz. 

Der Yorbereitungssatz.*) Sei die Funktion F(w, 
im Pmkte (b, a„) analytisch und sei 

F{h,(h,.-;an) =0, F{w,a^,...,a„)^0. 

Der Eimfochheit halber werde b = 0 gesetzt. Dann la^t sick F in 
evner bestwn/mten Umgeiung des Punktes (0, <!«).■ 

2: lM|<r, \Zj — aj\<h, 

i/n der Form darstellen: 

(1) F{w,zi,.. z„) = (w™ + +■•• + A,„)Q{w,Zi,.. z„) , 

wo eine im Punkte ,a„) aryxlytische, dort 

verscivwindende Funktion von 2 „) hedeutet und Q sicJi im 

Bereiche £ analytisch verhdlt und dort nicht verschwindet. 

is des Beweises®) knupfen wir an die Entwicklungen des 
, ./lutixgenenden Paragraphen an und bestimmen vorerst die GrbBen 


1) Vorlesungen an der Berliner Universitat, von 1860 an; vgl. Werke, 
2, S. 135, Anm. Doch kommt der Fall 7i = m~l, wie vorhin schon er- 
wahnt, bereits bei Cauchy vor. 

2) Pariser These, 1879, p. 6, Lemme II. 

3) Funktionenlehre, 1886, S. 107 = Werke, 2, S. 135. Dieser Publikation 
war schon eine lithographierte Ausgabe aus dem Jahre 1879 vorausgegangen. 

4) Vgl. das voraufgehende Zitat auf WeierstraB. In den letzten Jah- 
ren sind mehrere Beweise des Vorbereitungssatzes ersohienen, welche meisten- 
teils algebraischen Charakters sind und wodurch auch die Mittel gegeben 
werden, um die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung zu bestimmen; 
Brill, Sitzungsher. der Munchener Akad. 21 (1891) S. 207, sowie Math. Annalen 
69 (1910) S. 538, wobei auch die Arbeiten von Stickelberger, Goursat 
und Hartogs zitiert sind. Ferner Dumas, Sitzungsher. der Munchner Akad. 
4. Dez. 1909; Bliss, Bull. Amer. Math. Soc. 16 (1910) S. 356 und Princeton 
Colloquium, 1913, S. 49; Macmillan, Bull. Amer. Math. Soc. 17 (1910) S. 116. 
Wegen Verallgemeinerungen des Vorbereitungssatzes vgl. Poincar^, These 
1879, BOwie MScanique cSleste, Bd. 1, S. 72; Risley und Macdonald, weiter 
unten im Texte; Bliss, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912) S. 133; 
Macmillan, Math. Annalen 72 (1912) S. 157. 

5) Dieser Beweis schlieBt sich den von Cauchy herriihrenden Entwick- 
lungen (§ 1) eng an; vgl. Goursat, Corns d’analyse, Bd. 2, Nr. 856. 
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r, Ti genau so wie friiher. Sei z ein beliebiger Punkt des Bereiches 
y, § 1, den wir nun festhalten wollen. Wir bescliranken Tins wie- 
derum der Einfachheit halber anf den Fall n = 1. Indem wir die 
Eunktion bilden : 


F {w, z ) F (w, z) 

(W — Wj) . . . / K z) 


= 0(W), 


WO f(w,z) ^ \-A^ 


gesetzt ist, erkennt man, daJB 0{w) im Bereicke K: \w\<f, 
abgesehen Yon hebbaren Singnlaritaten in den Pnnkten w = Wi^ 
analytisch ist. In den genannten Ausnahmepunkten 
werde 0(w) noch dnrcb dessen Grenzwert dort erklart. Dann 
yerhalt sich 0{w) im Inneren des Kreises K analytisch, ist ferner- 
hin stetig am Eande desselben und verschwindet endlich weder 
im Innern noch am Eande von E, DemgemaB laBt sich 0{w) 
im Innern von K durch die Canchysche Integralformel darstellen: 


0(w) = 


Jl. 

27 tiJ f(W,z) 
c 


dW 

W—w^ 


Passen wir nun dieses Integral ins Auge! Dasselbe stellt eine 
im Bereiche \ w \ <r, \ z — a\ <h analytische Eunktion der bei- 
den unabhtogigen Variabelen w,z: Q{WfZ), vor. AuBerdem er- 
kennt man, da 0{w)^O ist, daB Q{WjZ) im genannten Bereiche 
nicht verschwindet. DemgemaB liefert die Gleichung 

F{w,z) = f{Wj z) Q{w, z) 


den in Aussicht genommenen Beweis. 

Der erweiterte Satz. Der vorstehende Satz versagt, wenn 
F{w,a) identisch verschwindet. Ist beispielsweise 

F{w,z) = wz, a = 0, 

so ist keine Spaltung der bewuBten Art moglich. Es liegt indes- 
sen nahe, eine lineare Transformation, etwa 


iO w' + z\ z — w' — z' 

vorzunehmen, wodurch hier F in eine neue Eunktion Fj^{w'fZ') 
iibergeht. Dann ist 

F^i'iF, z') 


and auf diese Eunktion ist der WeierstraBsche Satz nun anwend- 
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bar. Die Spaltung wird hier bereits geliefert, indem man 
z') = 1 setzL 

Im allgemeinen Falle kann man alanlich verfahren und ge- 
langfc so ziim folgenden Satze.^) 

Satz. Sei im Punkte (^o, a^) analy- 

tisdi mid sei 

G(ao, a^) = 0, G(xo, x^) ^ 0. 

Der Einfachheit Jialber werde = (0, 0, . . 0) gesetzt 

Dann Idpt sicli G vemioge einer linearen Transformation 

^2) = n.flW + rt-,1^1 H + Yin^n’ 

ft = 0 , 1 , . 2 ±yoo7ll, • • ■,ynn + 0, 

in eine Funktion F{w,Zi, .. .,z„) verwanieln, welche den Bedingun- 
gen d^s Vorbereitungssatzes genu0. 

Zum Beweise ziehen wir den Taylorsehen Lehrsatz mit Eest- 
gliede heran, indem wir der Kiirze wegen n = 1 setzen : 

G{Xo, Xi) = + Cix^-'x^ + • • • + Cr^xf + P(a:o, x^, 

h) = d f- Pm + l{Xo, Xi)x’^ + ^. 

Dabei soil mindestens einer der Koeffizienten Cj. von Null ver- 
schieden sein; vgl. Kap. 1, § 12. 

Bereelmen wir nun den Koeffizienten von w”^ in der trans- 
formierten Funktion, so kommt 


^o/oD -r ^iToo Tio . 

Demnach braucht man und y,, nur so zu wahlen, daB dieses 
Polynom mcbt verschwindet. Zu den hierzu gewahlten Werten 
assen sich dann weitere Zablen yoi,7ii, • . . als Koeffizienten von 
M auf manmgfaehe Art so annehmen, daB die Determinante der 
verscb\vindet, und hiermit ist der Beweis 

Wir bemerken noch, wenn eine mogliche Wahl der Koeffi- 
zienten von (2) vorstellt, daB dann jeder Punkt ^ i 

emer bestimmten Naclibarschaft von fy'«' v< 0 ) 

Diauclibaies Koeffizientensjstem abgibt. 


1) WeierstraB, a. a. 0. 
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§ 2. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz 

Der hesondere Fall n = 1, Im Falle F{w,z^,. . nur von 
OToi Argnmenten abhangt — schreiben wir dann F{w,z) — kann 
man dem Satze noch eine Formulierung erteilen, welche jener Vor- 
aussetznng beziiglicli des identischen Verschwindens von F{w,a)y 
sowie der bewiiBten linearen Transformation entbelirt.^) Sollte 
namlicb 

F{w,0) ~ 0 

sein — wir wollen a = 0 annehmen — so erkennt man, indem 
man F{w, z), als Funktion von z allein betraehtet, naeh dem 
Mittelwertsatze von I, 7 § 7 darstellt, daB das von z nnabhangige 
Gbed feblt, so daB also 

= {w, 0) + 0-+1 P^(w, z), ^ 

ist, wobei w ^ 1 ist. Wiirde nun F^{w, 0) fiir alle Werte von m 
identisch verschwinden, so miiBte anch F{w,z)^0 sein, nnd 
diesen Fall wollen wir ausschlieBen. Wir diirfen mitbin annehmen, 
daBF^(^^?, 0) ^ 0 ist. Dann laBt BiGhF{iv, z) , wie folgt, darstellen: 

F{w, z) — z‘^F{w, z), 

wobei nun die letzte Funktion naeh dem WeierstraBschen Yorbe- 
reitungssatze weiter zerlegt werden kann. Das hiermit erhaltene 
Eesultat laBt sich, wie folgt, aussprechen. 

Der verallgemeinerte Vorbereitungssatz im Falle 
= 1 . Sei F{w, z) im Punkte (0 , 0) analytisch und sei 

F(0,0) =0, F{w,z)^0, 

Dann Idpt sich F{w,z), wie folgt, darstellen: 

F{w,z) Z''f{w,z)Q{w,z), 

Dabei ist fi eine naturliche Zahl oder 0, und Q{w,z) verhalt sich 
analytisch im Anfange und verschwindet dort nicht. Endlich ist 
f{w,z) enkveder = 1 oder es ist 

f{w, z) == -i- A-^w^-^ + * * * + A^, 

'WO Aj., sich im Punkte z = 0 analytisch verhdlt und dort 

verschwindet, 

1) Hi ember vergleiche man Risley und Macdonald, Annals of Mathe- 
matics, 2. Reihe, Bd. 12 (1910/11) S. 82. Der Satz war bereits Black be- 
kannt, Proceedings Amer. Acad. Arts and Sci. 37 (1902) S. 325 unten. 
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Man konnte die beiden ersten Paktoren zusammenziehen, in- 
dem man schreibt: 

Z) = -f 

wobei nun die A's sich alle im Punkte 0 = 0 analytisch verhalten. 
Hiermit wird der Gedanke nahegelegt, ob die fiir den Pall n =1 
also gewonnene Verallgemeinerung nicht auch fiir den allgemeinen 
Fall statthabe. Darnach wiirde sich F stets in der Porm darstellen 
lassen: 

F(tD, 01 , . . Zn) = (AqW^ + AiW^-^ -j_ . . . -j- Q (w, 01, . . 0„) , 

wobei J;., sich im Piinkte (^) = (0) analytisch verhalt 

iind Q sich im Punkte 0i, . . 0 ^) = (0, 0, . . 0) analytisch 

verhalt und dort nicht verschwindet. 

DaB eine solche Darstellung im allgemeinen nicht moglich ist, 
beweist folgendes Beispiel.^) Wir Imiipfen an die Punktion Q(z) 
(I, 9, § 5) an: 

“ ^nI + 2 

Q{z)=^z +2 > 

= 2 

bezeichnen die dazu inverse Punktion mit B{z): 

=Q{^), z = B(w), 

Das durch die Gleichungen 

(1) X=U, yz=uVj z=Q{v) 

definierte Gebilde laBt sich implizite in der Porm schreiben: 

(‘2) F{x,y,z) ^xB{z) — y =0. 

Nun ist aber klar^), daB diese Punktion F bei Bevorzugung 
der Variabelen 0 sich nicht in der bewuBten Weise darstellen laBt. 
Denn sonst milBte die Punktion 

( 3 ) . = «(-!) 

mit der durch eine primitive irreduktibele Gleichung 

(4) A,{x,y)-^^ + A^{x,y)^-^ + ...+A^{x,y) = 0, A„(x, ?j) ^ 0, 

1) Osgood, Transactions Airier. Math, Soc. 17 (1916) S. 4. 

_ 2) Der nachstehende Beweis setzt die spateren Entwicklungen dieses Ka- 

pitels voraus, §§ 7, 9. 
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definierten Punktion z zusammenfallen. Daboi muB zunachst 
Aq{0,0) =0 sein. 1st namlich m > 1, so fallt die dutch (4) defi- 
nierte Punktion ^ mehrdeutig aus. 1st dagegen m = 1, so verhalt 
sick diese Punktion analjtisch im Anfang. Beides verstoBt abet 
gegen die Eigenschaften der dutch die Gleichung (3) definietten 
Punktion. 

Sei G(x, y) ein im Anfange irreduktibler Paktor von Aq{x, y), 
Dann sind die tibrigen Koeffizienten Aj,{x,y) sicher nicht alle 
dutch G(x, y) teilbar, da das Pseudopolynom (4) sonst nicht pri- 
mitiv ware. DemgemaB gibt es einen Punkt der Umge- 

bung des Anfangs, in welchem 

Ao(^i? Vt) — 0, Aj^(Xiy y-j) = 1 = 0 . 

Sei andererseits (Xq, y^) ein Punkt des Definitionsbereiches 
\y \ <\x \ der Punktion (3), welcher ebenfalls in der Nahe des An- 
fangs liegt. Dann laBt sich (xQ^y^) xmt {x^,y^) vermoge einer 
Kurve verbinden, welche in der Nahe des Anfangs verlauft, keine 
Nullstelle von A^{x,y) und ebenfalls keine Nullstelle der Diskri- 
minante von (4) durchsetzt, und langs deren endlich die in der 
Nahe von {xQ,y^ durch (3) gegebene Wurzel von (4) eine analy- 
tische Fortsetzung gestattet, wodurch diese Wurzel in eine im 
Punkte {^i,yi) unendlich werdende Wurzel libergefuhrt wird. 
Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch gefiihrt, da alle ana- 
lytischen Portsetzungen der Punktion Q{ylx) ja endlich bleiben. 

Wegen der geometrischen Besprechung dieses Beispiels vgl. 
§ 29, Elide, S. 178. 

§ 3. Fortsetzung. Der Fall einer reellen Funktion. 

Ein Punkt moge ein reeller PunM heiBen, wenn 

seine Koordinaten samtlich reelle Zahlen sind. Auf Grund dieser 
Erklarung konnen wir folgenden Satz aussprechen. 

Satz. Sei F (lo , , z^) eine Funidion, loelche in der TJm- 

gehung des reellen Punktes a^) den Voraussetzungen des 

Weierstral^sclien Vorhereitungssatzes, § 2, geniigP) und aulderdem in 


1) Dabei ist es ja gleichgtiltig, ob man verlangt, dab die Funktion F sich 
in der komplexen Umgebimg des Punktes (5, . a„) analytisch verhiilt oder 

fur reelle Werte der Argumente in der Nahe dieses Pimktes nach dem Tay- 
lorschen Lehrsatze entwickeln laBt. Man braucht also von komplexen Wer- 
ten der Argumente nicht zu reden. 


(|9 2. Implizite Punktioneii. Teilbarkeit 

den reellen PunMen von X reelle Werte annimmt Dann werden die 
Kocfftienten sowie die FunUion- Q, ehenfalls reelle Werte in 
den reelkn PunMen von 2 lidben. 

Eiitwickelt man namlich F im Punkte (6, a„) nach 

deni Taylorsclien Lehrsatze, so werden die Koeffizienten der 
Reihe, der Eormel {A*) von Kap. 1, § zufolge, samtlich reel! 
ansfallen. Jetzt nehme man eine Entwicklung von F nach aufstei- 
genden ganzzaiiligen Potenzen von w allein vor. In einem reellen 
Punkte . .,^n) des Bereiches 

I ^3 % 1 < 

werden dann die Koeffizienten dieser Eeihe ehenfalls reell aus- 
fallen. Nun zeigt man aber leicht, dafi, wenn w = a + ^i eine 
Wurzel einer solchen Reihe ist, dasselbe dann anch von der Zahl 
w =: a — pi gilt. 

Hiermit ist denn dargetan, daB die Wurzeln §2, 

entweder reell oder paarweise konjugiert imaginar sind, falls 
ein reeller Punkt ist, und infolgedessen erweisen sich 
TeAo-f-fiVi*pr»f,en Aj, als reell unter der gleichen Bedingung. 
ibt sich ferner, daB die Eunktion 



zunachst in jedem reellen Punkte von wofiir sie definiert ist, 
einen reellen Wert hat. Mithin muB sie auch in ihren hebbaren 
Unstetigkeiten, sofern diese reelle Punkte sind, reell ausfallen, und 
damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

§ 4. Primfaktoren im Kleinen. 

Per Zerlegung eines Polynoms in irreduktible Eaktoren lauft 
eine zw-eite Theorie parallel, welche sich auf die Zerlegung einer in 
einem bestimmten Punkte verschwindenden analytischen Punktion 
in ein Produkt von Primfaktoren bezieht. 

tJher die Teilbarkeit. Seien F{zi, . . z^) und 0{z^, . . z^) 

zw^ei Punktionen, deren beide sich im Punkte (a) = a„) 

analytisch verhalten, und sei 

0(Zl, . . Zrt) ^ 0 . 

Existiert dann eine dritte, ehenfalls im Punkte (a) analytisclie 
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Funktion 
gebung von (a) 


§ 4. Primfaktoren im Kleinen 
• • , derart, daB in alien Punkten der Um- 


F(zi, 


ist, so heiBt F im Punkte (a) durch 0 teilbar, 
der Quotient von F durch 0. ’ 


und Q heiBt dann 


^ ™ W von null versohieden, so decken sich 

diese Defmrtionen genau nrit den entsprechenden arithmetisehen 
De imtionen, welch letztere aUgenaein in der Analysis zugrunde ge- 
legt werden. Versohwindet dagegen 0 in (a), so wird der arith- 
metische Quotient von F durch 0 nicht in aUen Punkten der 
Umgebung von (a) existieren. Indessen wird in jedem Punkte P 
dieser Nachbarsohaft, in welohem (5 + 0 ist, durch den arith 
metischen Quotienten eine in P analytische Punktion erklart 
und diese Punktion weist nur hebbare Unstetigkeiten in der Nahe 
von (a) auf. DemgemaB verhalt sich der entsprechende Zweig 
der monogenen analytischen Punktion P/(5 ausnahmslos analytisch 
in der genannten Nachbarsohaft und stimmt dort eben mit der 
vorstehend als dem Quotienten definierten Punktion 0(b z \ 
liberein. 


Ist eine nicht identisch verschwindende Punktion F(z^, . . z ) 
im Punkte (a) durch eine Punktion C5 2 „) teilbar rad ver- 

schwindet dabei sowohl 0 als auch der Quotient Q{z^....,zQj in 
(a), so heiBt F im Punkte (a) reduktibel. 

Verhalt sich dagegen P im Punkte (a) analytisch und ver- 
scbwindet F dort, ohne identisch zu verschwinden ; gestattet F 
ferner keine Zerlegung von der Porm (1), wobei sowohl 0 als Q 
verschwinden, so heiBt F im Punkte (a) irreduktibel. Eine irreduk- 
tible Punktion, als Paktor aufgefaBt, wird auch wohl als Prim- 
faktor benannt. 

Wie man sieht, beziehen sich die beiden letzten Definitionen 
nur auf solche im Punkte (a) analytische Punktionen F{zi , . . zQ), 
welche dort verschwinden, ohne jedoch identisch zu versch’i\7n- 
den. Die Punktion 0 ist weder reduktibel noch irreduktibel, und 
dasselbe gilt auch von eiiier Punktion, welche im Punkte (a) iiber- 
haupt nicht verschwindet. 

Eine iin Punkte (a) irreduktible Punktion kann iniuierhin in 
gewissen Punkten jeder Umgebung von (a) reduktibel sein, wie 
das Beispiel zeigt: 

F(x, y, z) = z^ — x^y. 


j^2. Implizite Fimktionen. Teilbarkeit 

Diese Funktion ist, wie man leicht beweist, im Anfange irreduk- 
tibel. Dagegen zerfaUt sie in jeder Nullstelle {a,h,c), wofur 
5 + 0 ist: __ 

F{x, y, z) = {is-xyy)(z + xYy)- 

Es gibt aber auch unendlich viele benachbarte Stellen, in denen 
sie irreduktibel ist, und zwar sind das alle Stellen (a, 0,0). 

Zwei im Punkte (a) analytische Punktionen und 

0{zi,..,,Zn) heiBen im PunUe (a) miteinander dquivalent, wenn 
jede davon dort durch die.andere teilbar ist. Dafiir ist notwen- 
dig und hinreichend, daB die Eelation (1) besteht, wobei 
™ Punkte (a) von null verschieden ist und auBer- 
dem F und 0 nicht identisch verschwiiiden. Sind F und 0 
in {a) aquivalent, so sind sie es auch in jedem Punkte der Um- 
gebung von (a). 

Von prinzipieller Wichtigkeit ist folgender Satz. 

Hauptsatz. Ist F{z^, . . z^) im PunUe (%, . . a„) ana^ 

lytisch und verschwindet F dort, ohne identisch zu verschwinden, 
so ld/3t sich F auf eine und, sofern man zwischen dquimlenten 
ncht unterscheidet, nur auf eine Weise in ein Produht 
PunUe irreduktibler FaUoren zerlegen. 

Dem Beweise dieses Satzes gehen die algebraischen • Er- 
orterungen der folgenden Paragraphen voraus. Eiir n ~1 springt 
jedoch die Eichtigkeit des Satzes sofort in die Augen. 

Seien E und 0{z-^, . , ,,z^ zwei Punktionen, welche 
sich beide im Punkte (a) analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, ohne jedoch identisch zu verschwinden. Ist dann 
ein im Pmikte (a) verschwindender Paktor von F mit einem 
Faktor von 0 aquivalent, so heiBt dieser ein im Punkte (a) 
gemeinsamer Teiler von F und 0. Auf Grund des Hauptsatzes 
setzt sich ein solcher aus einem Produkt gemeinsamer irreduktibler 
Faktoren von F und 0 multiplikativ zusammen. Kommt jeder 
letzterer mit der niederen der beiden Multiplizitaten gezahlt vor, 
womit er bei F und 0 behaftet ist, so heiBt er der grof^te ge~ 
meinsame Teiler von F und 0 im Punkte (a). Besitzen die Punk- 
tionen F und 0 keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a), so 
heiBen sie in (a) relativ 'prim zueinander, 

Dem vorhin betonten Umstande gegeniiber, daB namlich eine 
in einem Punkte (a) irreduktible Punktion doch in Punkten jeder 


§ 5, Exliurs uber Pseudopolynome 

Umgeb^g (g) reduktibel sein bann, ist folgender Sata von 

besonderer Bedeutung. 

Sato.-) Smd mei Funktionm Ffe, . . ., a.) „i <f fe. . . . , a ) 
.n »»» (») ao aM ai. .a „„ai i! 

—Sn ”” <“>• - 

Beweis ergibt sich aus den Entwieklungen von §§ 13 14 
Unter den Voraussetzungen des Satees bilden namlicb die in der 
Nabe von (a) gelegenen gememsamen NuUsteUen der beiden Eunk- 
tionen E md 0 nur eine (2w-4)-facb ausgedehnte llannigfaltig- 
keit. Gabe es nun in diesem Bereiche einen Punkt {a'), in wel- 
chemF und 0 einen gemeinsamen Teiler batten, so wiirden jene 

(2w-2)-facb ausge- 

debnte Mannigfaltigkeit liefern. ® 

me man siebt, smd die Eigenscbaften, worauf die vorsteben- 
den Deimitionen bemhen, invariant gegennber einer ......v 

mat-smgnI5ren Imearen Tranriomation. Oder aUgemein gevennbei 
emer beliebigen Transformation ° 

fi ("^l J • • • , ^7i) , r = 1 , . . . , ri , 

wobei sieb /, im Punkte {z) = (a) analytiscb verbalt und die 
Jacobiscne Determinante 

3(Zi, . . .,2„) 

im Punkte {a) nicht verscbwindet. 


§ 5. Exkurs iiber Pseudopolynome. 

Unter einem Pseudopolynom versteben wir eine Eunktion 
(A) f(x, y) = /(a:, y^ = UgO;™ -|- 

wobei = a„{y^,..., y^) sich im Punkte (c) = (cj, . . c„) analy- 
tiscb verbalt. Der Punkt (c) beiBt die Spitze des Pseudopolvnoms. 

Verschwinden insbesondere alle a„ identiseb, so verscbwindet 
aucb f identiseb, und umgekehrt. Trifft dies niebt zu, so sei 

«o(2/l> • • •> 2/n) ^ 0. 

Dann heiBt m der Grad von /. 


1) WeierstraB, Werke, Bd. 2, S. 154. 
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Zwei Hilfssatze. Die nachfolgenden Untersuchungen verlaufen 
der Theorie der gewohnlichen Polynome genau parallel; man ver- 
gleiche Bocher, Algehra, Kap. 14-16. Dabei setzen wir deu 
Hauptsatz von §4 fur n = l,2,...,n als ricbtig voraus. Wie 
bereits erwahnt, ist dies ersichtlich zulassig, wenn n = 1 ist. 

1. Hilfssatz. Ist das Pseudofolynom 

( 1 ) f(x, y) = + • • • + 

lessen Spitze im PunTde (c) = (cj , . . . , c„) liege, als eine Funktion 
der n + 1 Argumente {x, y^, . . y„) letrachtet, in einem Punkte 
(c, durch f(y)=f(yi,---,yn) teilhar, so ist auch jeder 

Koejfizient • • •> 2/n) Punhte (c^, durch 

f{y) teilhar. 

Nacb Voraussetzung ist 

(2) f{x,y) =(o{x,y)ip[y), 

■wo die im Punkte {y) — (c) analytische Punktion ip(y) nicht iden- 
tisch versch-windet und co(x,y) eine im Punkte (c, Cj, . . c„) 
onaiirHspbo Punktion der n + 1 Argumente {x, y^, . . y„) ist. 

lan w{x,y) nach aufsteigenden Potenzen von x — o: 

(b) (o(x, 2 /) = + Ii(x — c) + ^ 2 ( 3 : — c)® + • • •) 

so sind die Koeffizienten im Punkte (y) = (c) analytische Funk- 
tionen von (j/i, . . ., 2/J. 

Andererseits lafit das Pseudopolynorn f{x, y) eine ahnliche 
Ent'wieklung zu: 

(4) y) = nP — + y^ix — cf . . 

v^obei die Koeffizienten linear und ganz von den Uj. ab- 

bangen, und umgekehrt sind die a,, ganze lineare Funktionen 
der 

Indem man nun beide Seiten von (2) vermoge (4) und (3) 
durch Potenzreihen nach x — o darstellt und die Koeffizienten 
gleich hoher Potenzen von x — c miteinander vergleicht, ergibt 
sich, daB die y,, samtlich durch ■ip{y) teilbar sind, und inithin 
sind es auch die U;,. 

Definition. Sei 

/(.r, 2 /) = uja;™ + uio:™-! -f ■ . . + 
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ein Pseudopolynom, dessen Spitze im Pimkte (c) = fc . . . . ^ 
hege. Dann moge^ i [x, y) -primitiv heiBen, wenn die Koeffizientrn 
a^- a^{y) mcht samtlich durch eme in der Spitze versehwdende 
Punktion v{y) yn) teilbar sind. 

Damit /(» !,) primtiv sei, iat aotavendig „ad hinieiohead, 
daB iioi,y), als Pnnktion der n+1 Argumente (x v, v ) 
betmchtet, m keinem Pmkte (6, r. «,) £r 

SZll""’ r(y)-r(y, s.) 


• 1 , zufolge kann ein primitives Pseudopolynom 

mcht identisch verschwinden. 1st dasselbe insbesondere vom Grade 
0 , so darf es in der Spitze iiberhaupt nieht verschwinden. 


Zusatz. 1st f(x, y) ein nicht identisch versdhwindendes Pseudo- 
polynom, so lapt sich f in ein Produkt zweier Pseudopolynome mit 
gleicher Spitze zerlegen: 


f{x,y) =f{y)g{x,y), 

wobei das erste vom Grade null und das ziceite primitiv ist 

1 st namlich / nicht schon primitiv, so wird 'ip(y) der groBte 
gemeinsame Teller der Koeffizienten von / sein. 

2 . Hilfssatz. Ist das Produkt zweier Pseudopolynome 


fix, y) (fix, y) 

mit gleicher Spitze (c) durch eine in (c) irreduktible Punktion f{tj) 
in einem Punkte {o, Ci, , . c^) teilhar, so ist mindestens einer der 
heiden Faktoren im Punkte (c, cj durch 'ip{y) teilbar, 

Der Beweis stimnit mit dem Beweise des entsprechenden 
Satzes fiir gewohnliche Polynome genau uberein; vgl. B ocher, 
Algebra, Nr. 73, 2 . Satz. 

Uher die Division, Seien fix,y) und cpix, y) zwei Pseudo- 
polynome mit gleicher Spitze, wovon das zweite von positivem 
Grade 1 ) sei: 

(5) (fix, y) =: b^x^ + b^x^-^ H [-b^, 

^oiUl} • • M yn) ^ Oj 0<p. 


1) Es geniigt hier zu verlangen, dal3 (p{x, y) nicht identisch verschmnde. 

Osgood, Punktionentlieorie. II, 1 . 2. Aufi. 7 
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Dann besteht zwischen f und <p eine Eelation von der folgenden 
Form: 

(6) P{y)f{x,y} =Qix,y)(p{x,y) + 

Hierbei bedeuten P{y), Q(x,y) und B{x,y) Pseudopolynorue 
mit namlicber Spitze (c), wovon das erste vom nuUten Grade ist 
wahrend das letzte entweder von niederem Grade als (p ist oder 
aber identisch versebwindet. EndKch sind P, Q, B durch kein 
in (c) verschwindendes Pseudopolynom nullten Grades gleichzeitig 
teilbard) 

Versebwindet in (c) nicht, so kann man P{y) =1 setzen. 
Im anderen Falle wird dies im allgemeinen nieht moglich sein. 
Dann werden sich aber die irreduktiblen Faktoren von P{y) unter 
den irreduktiblen Faktoren von h^{y) finden. 

Sei 

(7) Piiy)f{^> y) = Qi(iE, y) (p{x, y) + Bt^{x, y) 

eine zweite Eelation von derselben Beschaffenheit. Indem man 
aus (6) und (7) die Identitat 

^ = \Pi{y)Q{x, y) — P{y) Qy_{x, y)] q){x, y) 

Pi (y) B(x,y)~P (y) Bi (x , y)] 

, senliefit man daraus zunaobst, daB jede der eckigen 
nern identisch versebwindet. Hieraus ergibt sich dann, daB 
X yyj und P^{y) miteinander aquivalent sind, sowie ferner, daB 
B{x,y) und Bi(x,y) entweder beide miteinander aquivalent sind 
Oder aber identisch verschwinden; dasselbe gilt auch von 0(x v) 
nnd Q,(x,y). 

Von der algehraischen hzw. analytischen Teilbarkeit. Wir steben 
jetzt zwei versebiedenen Auffassungen der Division gegeniiber. 
a) Es liegt nambeh nahe, / als durch cp teilbar zu erklaren, falls 

P{y) =1. B{x,y) —0 

ist, so daB also 

fi^^y) =Q(x,y)<p{x,y) 

wd. Dabei ist Q{x, y) ein Pseudopolynom mit gleicher Spitze (c). 

'1 er lesen Bedingungen werden wir sagen, das Pseudopolynom 
j{x,y) ist durch das Pseudopolynom <p{x,y) algehraisch teilbar. 


1) Bochei, .ilgebra, Nr. 63, 2. Satz, sowie Nr. 78, Aufgabe. 
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b) Andererseits fordert die friihere Definition der Teilbarkeit 
in einem Pnnkte nur, dab 

(9) y) = y) (p{x, y) 

sei, wobei £)j{x,y) sich im Punkte {c, c^) analytiscli ver- 

halt. Im Gegensatz zu der soeben unter a) eingefiibrten Definition 
wollen wir letzteres Verhalten dadurcb ausdriicken, daB wir sagen, 
f{x,y) ist dnrch q){x,y) im Punkte (c, c„) aTialijtisch teih 

bar, 

1st f{x,y) durch (p{x,y) algebraisch teilbar, so ist / stets 
durcb (p im Pnnkte (c, q, . . analytisch teilbar, wie anch im- 
mer c angenommen werden moge. Das Umgekebrte trifft aber 
nicht immer zn, wie das Beispiel zeigt: 

f{x,y) ^x — y, (p{x,y) {yx — l){x~y), 

Hier ist zwar / dnrch (p in jedem Pnnkte {x,y) = (c, 0) analytisch 
teilbar, nicht aber algebraisch teilbar. Es gilt der folgende Satz. 

1. Satz. Damit das Pseudopolynom f{x,y) durch das mil 
gleicher Spitze behaftete Pseudopolynom (p{x,y) algebraisch teilbar 
sei, genilgt, dajS die Funktion f(x,y) in jedem Punkte ernes 
hestimmten, im uhrigen beliebig schmalen Zylinderbereiches 

%: |aj|<oo, \yjc~Ck\<h, ^ = 

durch die Funktion (p{x,y) analytisch teilbar sei. 

In der Tat wird dnrch den Bruch 

eine Funktion Q{x, y) definiert, welche sich in % znnachst bis auf 
die dort befindlichen Nnllstellen von <p{x, y) analytisch verhalt. 
Solche Pnnkte liefern aber znfolge der Voraussetznngen des Satzes 
nnr hebbare Singnlaritaten, nnd daher laBt sich Q{x, y) nach 
alien endlichen Stellen von % hin analytisch fortsetzen. 

Entwickelt man Q{x,y) nach anfsteigenden Potenzen von x: 

Q{x, y) = eQ + e^x + e^x"^ + • • •, 

wobei also die Koeffizienten Cjciyi, • ^ yn) sich im Zylintlerbereich 
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analytisch verhalten, so wird diese Eeihe fiir jeden solehen Punkt 
(y) und fiir alle Werte von x, also im ganzen Bereiche 2, konver- 
gieren. 

Daraus schlieBt man aber, daB die Eeihe mit einer endlichen 
Anzahl von Gliedem abbrechen muB. In der Tat sei {y') ein Punkt 
von ©, in welchem + 0 ist. Dann kann man iy') mit einer 
ebenfalls in © gelegenen Nachbarschaft a umgeben, derart, daB 
fur alle Punkte von a 

g < 1 K{y) I 


bleibt, wo g eine positive Konstante bedeutet. DemgemaB liegen 
die entspreohenden Wurzeln von g){x,y) im BndHchen, so daB 
also fiir alle Punkte von a und fiir alle Werte x, wofiir nur 

G<\x\, G = pos. Konst., 

ist, die Funktion 


/(g. y) 

x'^-'P(p{x, y) 


^0 I 


+ + + 


endlich bleibt. Dieser Sacbverhalt ist aber nur dann moglich, 
wenn identiscb 

=0, m — p < fc, 

st. ~ Ist m < p, so schlieBt man in ahnlicher Weise, daB f{x,y) 
identiscb verscbwindet. 

Hiermit bat sicb nun ergeben, daB Q{x,y) ein Pseudopoly- 
nom ist, dessen Spitze in (c) liegt, und der Beweis ist fertig. 

Ausgezeichnete Pseudoyolynome. Eine fiir die Eolge wichtige 
Klasse von Pseudopolynomen sind solche, wie sie beim Vorberei- 
tungssatze bereits aufgetreten sind. Ist namlich 


fix, y) = a^x'^ + H a^, 

wobei aj^iyx , . . sicb im Punkte {y) = (c^, . . analytisch 
verbait und auBerdem 


0<;m, aQ(c)==j=0, =0, A = i,...,bv 

ist, so moge f{x, y) ein ausgezeichnetes Pseudo'polynoni heiBen. 

Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist stets primitiv. Ein 
solches Pseudopolynom hat offenbar auch die Eigenschaft, daB es 
zu einem beliebig kleinen positiven e eine positives d gibt, derart, 
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daB samtliohe Wurzeln von f an die Ungleichung 

|a:| <8 

gekniipft sind, sobald nur 

l2/i — £=i, 

genommen wird. 

2. Satz. Zerfdllt ein ausgezeichnetes Pseudo'polynom in das 
ProduM zweier Pseudopolynome, so ist jeder Faktor aucli ein aus- 
gezeiclinetes Pseudopolynom, 

Der Beweis ergibt sieh ohne Schwierigkeit. 

3. Satz. Ist das Pseudopolynom f{x,y) durcli ein ausgezeich- 
netes Pseudopolynom cp{x,y) mit gleicJier Spitze (c) im Punkte 
(0,Ci, .. ., 0 ^) analytisch teilhar, so ist f auch durcli cp algehraisch 
teilbar. 

In der Tat werden hier alle Voraussetzungen des 1. Satzes in 
einem geeigneten Zylinderbereiche 

\x\<oo, \yi — Ci\<d, 
erfiillt. Liegen namlich die Wurzeln Yon cp{x,y), wofiir 

\yi~Ci\< 6 

in einem Bereiche | cc | < e, so kann man 6 und & noch so 
wahlen, daB der Bereich 

in demjenigen Bereich liegt, wofiir die genannte analytische Teil- 
barkeit gilt. Im Bereiche \ x \ ^ s, \ — Ci\ < d, ist aber f{x, y) 

sicher durch (p{x,y) analytisch teilbar, da (p{x, y) dort ja gar 
nicht verschwindet. 

Zusatz. Ist auch f{x,y) ein ausgezeiclinetes Pseudopolynom, 
so wird der Quotient entiveder ein ausgezeiclinetes Pseudopolynom 
Oder ein primitives Pseudopolynom 0-ten Grades sein. 

4. Satz. Sei 

F{x, y) H h 

ein algehraisch irreduhtibles^) Pseudopolynom, Dann fallen alle 
Wurzeln in der Spitze zusammen. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Yorbereitimgssatze 
nebst dem 3. Satze. 


1) Vgl. § 7. 


102 


1, 2. Implizite Funktionen. Teilbarkeit 


§ 6. Der Algoritliimis des gro^ten gemeinsamen Tellers. 

Der Euklidische Algorithmus des groBten gemeinsamen Tellers 
gilt Her ohne wesentliche Modifikation. Qeien f(x, y), (p{x,y) 
zwei Pseudopolynome vom Grade m bzw. nnd sei 0 < p g m.i) 
Nach § 5 ergibt sich dann (vgl B6cher, a. a. 0. Nr. 74):. 

P-iiy)f(^^y) =Qoi^^y)vi^-^y) + Pi{^.y), 

Po{y)9^(^^y) y) + y), 

( 1 ) Pi{y) Pi{^> y) y) y) + y), 


Pa-Ay) y) = y) v) + Pq(^^ y)> 
P^-Ay) P^-^A^’ y) v) PiA^> y) + Pq+Av)^ 

wobei PAy)^ Qk{^,y) BA^>y) Pseudopolynome bedeuten, 
woven kein P und kein Q identisch verschwindet, nnd wobei 
auBerdem P^.i, P^+i dnrch kein in der Spitze (c) ver- 
schwindendes Pseudopolynom 0-ten Grades gleichzeitig teilbar sind. 

Verschwindet Bi{x,y) identisch, so schlieBt die Eeihe schon 
sten Gleichung. Im anderen Palle ist der Grad von 
niedriger als derjenige von cp{x,y)\ usw. 

Definition. Unter einem algebraiscJien gemeinsamen Teiler 
zweier Pseudopolynome f{x,y) und (p(x,y) verstehen wir ein 
Pseudopolynom von positivem Grade und gleicher Spitze, welches 
beide teilt. Unter einem algehraischen groBten gemeinsamen Teiler 
versteht man einen algebraischen gemeinsamen Teiler vom Maximal- 
grade. Da es sich bei den nachstehenden Untersuchungen nur um 
die algebraische Teilbarkeit handelt, werden wir der Einfachheit 
halber das Wort algehraisch in der Regel fortlassen. 

1. Satz. Dajnit f(x, y) und (p(x, y) einen gemeinsamen Teiler 
hahen, ist nohmndig und liinreichend, daj^ 

PQ+Ay)^o, 

1) 1st 0 <C M <i'p, so hat der Algorithmus sogar in gleicher Gestalt noch 
statt, wobei nur P^i{y)~l, Qo(^»2/) = 0, y) = f(x, y) wird. Durch die 

zweite Gleichung (1) werden dann die Rollen von / und vertauscht. Es tragt 
jedoch zur Eiieichterung des Verstandnisses bei, wenn die Aufmerksamkeit nur 
auf den einen typischen Pall gelenkt wird. 
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Der Beweis fiir den entsprechenden Pall eigentlicher Poly- 
nome gilt hier unverandert; Bocber, a. a. 0., §74, 1. Satz. 
Auch der daselbst befindliclie 2. Satz nebst Beweis bleibt bier in 
Kraft. Er lautet fiir den gegenwartigen Fall, wie folgt. 

2. Satz. 1st Bo+iiy) ^0 und setzt man 
Bo{x,y) = Siy) G{x,y), 

wo S{y )9 G{x,y) Pseudopolynome vom O-ten hzw. von positiveni 
Grade sind, und G{x,y) aulSerdem primitiv ist, so wird G{x,y) der 
gro^te primitive gemeinsame Teihr von f{x, y) und (p{x,y) sein. 

Wir bemerken nocb, daB die Yorstebenden Satze gewisser- 
maJSen ancb im GroBen gelten. Sei namlicb % ein willktirlicher 
Bereicb des Eaumes der Variabelen und seien die 

Koeffizienten von f{x,y), cp[x,y) analytiscb in £. Dann gilt die 
Eelation (6) von § 5, sowie die Eelationen (1) des gegenwartigen 
Paragraphen, allgemein, wo x willkiirlicb und {y) irgendein Punkt 
von % ist, und das entsprecbende bat aucb statt fiir die spateren 
Beziebungen, wie z. B. fiir (2), 

Aufgabe. Man beweise folgenden Satz. Damit zw^ei Pseudo- 
polynome, je von positivem Grade, keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen, ist notwendig und binreicbend, daB eine Eelation von 
folgender Form bestebe: 

(2) F{x, y) f{x, y) + <P{x, y) (p{x, y) = E(y), 

irohei F {x , y) , 0{x,y), B{y) Pseudopolynome mit gleicher Spitze 
sind und auBerdem 

B(y) ^ 0. 

Beispiel. f{x,y)=x- — yj, (p{x, y) — x- — y^, F{x,y)=l, 
^{x,y) =~1, B{y)=y^ — yj, 

§ 7. Von der Beduktibilitat. 

Ein Pseudopolynom f{x,y) von positivem Grade moge alge- 
hraisch reduktihel heiBen, falls es sicb in das Produkt zweier sol- 
chen Pseudopolynome mit der namlicb en Spitze zerlegen laBt. Es 
ist klar, daB f{x, y) sicb mindestens auf eine Weise in der Form 
darstellen laBt: 

f{x,y) = f (y) [fi(x, y)~\ ^ . . • [/z(r , y)'\ 
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WO f(y) ein Pseudopolynom nullten Grades und fk(x,y) 
irreduktibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade xmt 
der namlichen Spitze bedeutet. 

Sieht man zwei Paktoren als im wesentlichen identisch an 
wenn sie miteinander aquivalent sind, so kann man folgenden Satz 
aussprechen. 

1. Satz. Ein Pseudopolynom von positivem Grade Id jit sich 
auf eine und im wesentlichen nur auf eine Weise algebraisch zerlegeu' 

y) = fiy) y)f^ • • • Ui(^> y)Y‘> 

woiei f{y) ein Pseudopolynom vom Grade 0 und f^(x, y) ein me- 
duUibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade mit der 
namlichen Spitze bedeuten. 

Der Beweis bemht auf folgendem Hilfssatze. 

Hilfssatz. Seien f{x,y), g{x,y), <p{x,y) drei Pseudo- 

polynome mit gleicher Spitze, wovon das dritte von positivem Grade 
primitiv und irreduktibel ist, und sei f(x,y) nicht durcJi p(x, y) 
1st nun f(x,y)g(x,y) durch <p(x,y) dge- 
- "O" 9(x,y) durch (p(x,y) algebraisch teilbar. 

s wird geradeso gefuhrt wie im Palle eigentlicher 
und zwar sowohl mittels des Algorithmus des groBten 
^^.xxoamen Tellers als auch auf Grund der Identitat (2), § 6. 

Ausgezeichnete Pseudopolynome. Ftir solche Pseudopolynome 
bestehen folgende Satze. 

2. Satz. Pamit ein ausgezeichnetes Pseudopolynom f{x,y) mit 
er Spitze algebraisch irreduktibel sei, ist notwendiq und 

hmreichend,^ dafd dasselbe im Sinne von § 4 im Punkte (0 c ... c) 
analytisch irreduktibel sei. ’ " 

Die Bedingung ist notwendig. Ware namlich 


fix, y) = (fix, y) ipix, y), 


wobei (p und f beide im Punkte (0, Cj, 
dort verschwinden, so ware sicher 


• • 5 analytisch sind und 


q>[x, c) ^ 0, 


da sonst auch f{x, c) identisch verschwinden miihte. Wir diirfen 

tunass^’!; WeierstraBschen Vorberei- 

..satz, als em ausgezeichnetes Pseudopolynom annehmen. Nach 
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dem 8. Satze nebst Zusatze von § 5 erweist sich dann y) 
auch als ein axisgezeiclinetes Pseudopolynom, und hierniit ist dieser 
Teil des Satzes bewiesen. 

Die Bedingung ist aber ancb hinreichend. Zerfallt namlich 
f[x, y) in das Produkt zweier Pseudopoljnome, je von positivem 
Grade, so wird jeder Faktor nach dem 2. Satze, § 5, anch ein 
ausgezeichnetes Pseudopolynom, was eben die analytische Zerleg- 
barkeit von f{x,y) nach sich zieht. 

Darnach kann man im Falle eines ausgezeichneten Pseudopo- 
lynoms schlechtweg von der Irreduktibilitat reden, da sich die 
analytische und die algebraische Irreduktibilitat hier eben decken. 

3. Satz. Verschwindet ein ausgezeichnetes Pseudopolynom f{x, y) 

mit der Spitze fur alle in der NdJie der Stelle 

(0, Cl, . . ., gelegenen Stellen, wofilr ein irreduktibles ausge- 

zeichnetes Pseudopolynom (p{x, y) mit gleicher Spitze verschwindet, 
so ist f{x,y) durch (p{x,y) teilbar. 

Ware der Satz nicht richtig, so ziehe man die Eelation (2), 
§ 6, heran. Dann kann man (y) = {y') so wahlen, dab einerseits 
B{y')=j=0 ist, wahrend andererseits (p{x,y') eine Wurzel x = x' 
zulaBt, derart, daB der Punkt {x', y') in der genannten Umgebung 
liegt. Da nun auch f{x', y') =0 ist, so ist man hiermit zu einem 
Widerspruch gefiihrt. 

Diesem letzten Satze kann man noch eine allgemeinere For- 
mulierung erteilen. Der vorstehende Beweis reicht auch fiir diesen 
Fall hin. 

4. Satz. Seien und (p{x,y) zwei ausgezeiclinete Pseudo- 

polynome mit gleicher Spitze (c), wovon das zweite irreduktibel ist. 
Dahei sollen sdmtliche Koeffizienten ini Bereiche 

analytisch sein. Ist {x^, if) eine Nullstelle von cp, wo (y^) in & 
liegt, und verschwindet fernerhin f in jedem Punkte einer gewissen 
Umgebung von (x^, y^), in welcheni cp verschwindet, so ist f durch cp 
algebraiscJi teilbar. 

§ 8. Beweis des Hauptsatzes. Weitere Satze. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den Beweis des Hauptsatzes, 
§ 4, zu erbringen. Der Satz ist, wie bereits bemerkt, invariant 
gegeniiber einer ganzen nicht-spezialisierten linearen Transformation 


jQg 1^2. Implizite Funktionen. Teilbarkeit 

aller Argumente. Vemoge einer solchen Transformation lyt 
sich nun ^ e^e Punktion ^ix,y) iiberfuhren, wor- 

auf der Vorbereitungssatz anwendbar ist: 

F{Zi, = y) = y)^{x, y), 

wobei dem Punkte (z) = (a) der Anfang {x,y)={Q, 0) entspricht 
und /(a, y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist. 

Zerlegt man bier f{x,y) in irreduktible Paktoren, so ergibt 
sick damit der Beweis des ersten Teiles des Satzes — dab nam- 
lich mindestens eine Zerlegung in irreduktible Paktoren moglich 
ist. 

Nehmen wir nun an, es seien zwei derartige Zerlegungen Tor- 
gelegt: 

F{Zi, . . Zn) = [Fl{Sl, • • •, • • - [Fli^i, . . Z„)Yl 

— • • •) • • • j 

Vermoge einer geeigneten linearen Transformation kann man dann 
erreichen, daB jeder dieser Paktoren in eine Punktion iibergeht, 
•eitungssatz anwendbar ist. Daraiis ergibt sich, 
jierte Punktion folgende Darstellung zulaBt: 

y) = y)Y^ ■ ■ ■ y)Y' y) 

= Wi{x, y)Y^-- ■ [fmix, y)Y'-X{x, y), 

wobei jede Klammer ein ausgezeichnetes Pseudopolynoin umfaBt, 
und i3, X im Anfang nicht verschwinden. 

Aus der Gleichung 

bl{x, 7/)]b . . . [/,(*, y)]H 

schlieBt man weiter mit Hilfe des 3. Satzi^s von § 5 nobst dem 
Zusatze, daB nicht von x abhangt, und da auBerdem die- 

ser Bruch im Anfang nicht verschwindot , so sii'lit aucli rechter 
Hand ein ausgezeichnetes Pseudopolynoni. brancht man 

nur noch den 1. Satz von § 7 heranzuzielK'n, iirid (bn* Peweis ist 
fertig. 

Aus den voraufgehenden Entwicklnngiai (Tgi'lx'u sich noch 
die folgenden Satze. 

1. Satz. 1st F{zij,,.,Zn) im Punkte (a) analytisch und ven 
schwmdet F in jedem Punkte einer hestimmien Unigebung von [a], 


§ 9. Von der Kesultante und der Diskriininante lOT 

in welcliem eine in (a) irreduUihle Fu7iktion ver- 

schwindet, so ist F m Funkte (a) durch 0 teilbar, 

1. Znsatz. Sind F{z ^, . . ,,z^) und zi^ei mi 

Pu7ihte {a) irreduktible Funktionen und ist jede in einer hestwiniten 
XJfngehung von {a) behgene Wurzel der einen FunMion auch eine 
Nullstelle der cinder en, so sind die heiden Funktionen ini Funkte {a) 
miteinander dquivalent. 

2. Zusatz. Sind F(z^,,,,,z^) und 0{z^,,..,z^) zwei im 
Funkte (^) = (a) analytisclie Funktionen, wovon keine identisch ver- 
scJiwindet, und verschwindet P in jedem Funkte der TJmgebung von 
(a), in welchem 0 verschwindet, so ist F durch jeden irreduUihlen 
Faktor von 0 teilbar, 

Dem 1. Satze kann man noch eine allgemeinere Formuliernng 
erteilen. 

2. S a t z. Seien F{z^, ,, .,z^) und 0{z^, z^) beide ini 

Funkte (a) analytisch, und sei 0 dort auch irreduktibel. Gibi es 
dann in einer- beliebig kleinen TJmgebung der Stelle (a) einen Null- 
'punkt (a') der Funktion 0 derart, da^ F in jedem Funkte einer 
gewissen TJmgebung von {a') verschwindet, in welchem 0 ver- 
schwindet, so ist F im Funkte (a) durch 0 teilbar, 

Entsprechende Erweiterungen haben auch fiir die Zusatze 
statt. 


§ 9. Von der Besultante und der Diskriininante. 

Seien f{x,y) und (p{x,y) zwei Pseudopolynome je von posi- 
tivem Grade und gleicher Spitze (q, . . c„) = (c), und sei der 

Koeffizient des hoclisten Gliedes eines jeden im Punkte [c) von 0 
verschieden. Wir bilden fiir dieselben den Euklidischen Algorith- 
mus des groBten gemeinsamen Toilers und bezeichnen den letzten 
Best mit Derselbe verhalt sich analytisch in (c). 

Unter der Besultante von / und (p woollen wir die Funktion 
Bo+i{y) verstehen. Jede andere Funktion, w’'elche in (c) mit 
Ba^i{y) aquivaient ist, darf auch als die Piesultante angesehen 
werden. Wir drticken ein friiheres Eesultat bloB in neuer Form 
durch folgenden Satz aus. 

1. Satz. Damit die genannten Pseudopolynome f[x,y) und 
(p{x, y) einen gemeinsamen Teiler haben, ist notwendig und hin- 
reichend, daji ihre Besultante identisch verschwindet. 
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Auf den Fall, daJB die Eesultante nicht identisch verschwindet, 
gehen wir unten in § 13 naher ein. 

Die Diskriminante. Sei f{x,y) ein Psendopolynom, dessea 
Grad mindestens 2 betragt, und sei der Koeffizient des hdchsten 
Gliedes desselben in der Spitze von 0 verschieden. Unter der 
Diskriminante D(y) verstehen wir daim die Eesultante von 

f{x,y) und 

2. Satz. Sei f(x,y) ein Pseudopolynow. der genannten Art, 
dessen Diskriminante D{y) nicht identisch verschwindet, und sei 
(y') eine Stelle, wofur J3(j/')+0 ist Dann hat f(x,y') lauter je- 
trennte Wurzeln, 

3. Satz. Damit zwei der irreduktiblen Faktoren, woraus ein 
zerfallendes ausgezeichnetes Pseudopolynom f{x, y) mit der Spitze 
in {c) hesteht, im Punkte (0, Ci, , . c^) miteinander dquivalent 
seien, ist notwendig und hinreichend, da/S D{y) identisch ver- 
schwindet 


§10. IJber das dnrcli das Verschwinden eines aTisgezeichneten 
Pseudopolynoms definierte G-ebilde. 

Gegeben sei die Gleichung 

( 1 ) F{w,z^,.,,,Zn)=w^ + A'^'^~^-\ = 0 , 


wobei F ein irreduktibles Psendopolynom bedeutet, dessen Spitze 
im Anfang liegt und dessen Koeffizienten Aj, sich in jedem 
inneren und Eandpunkte des Bereiches 


S' \ z^ \ <c. h , i = I , .,.,11, 

analytiscli verhalten. Der Binfachheit halber setzon wir nocli 
voraus, daB F ausgezeichnet sei, da dies ja durch cine Trans- 
formation w' = w — h zu erreichen ist. Aus dern Bereicho S heben 
wir die Punkte fort, in denen die Diskriminante D verschwindet: 


( 2 ) 


D(^i, . . ,,Zn) = 0, 


und bezeichnen den dadurch entstehenden Bereicli mit T. Sei 
a„) ein beliebiger Punkt von T. Dann gibt es nach 

Eap. 1, § 6, eine bestimmte innerhalb T gelegene [Jmgebung 
dieses Punktes : 


(3) 


I 1 < d 


i=i 


..,n, 
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derart, daB die den Pnnkten desselben entsprechenden m Werti 
Yon w sieh zn m daselbst analytisehen Punktionen w « 
zusammenfassen lassen. _ Und nun bebaupte ich: Jede dul’erplnH 
twnen la^t s%ch langs eines geeigneten innerhalb T geleqemn Weaes 
in 'jede andere derselben analytisch forisetzen. ^ 


Zum Beweise gehe man etwa von w, aus und seize man die- 
ses Punktionselement auf bekebigen innerhalb T gelegenen Wegen 
analytisch fort. So werden den Punkten von T je k getrennte 
Punktionswerte zugeordnet, und zwar lassen sich dieselben in der 
Nahe emer behebigen Stelle von T stets zu k daselbst analyti- 
schen Punktionen zusammenfassen. In der Nahe der 4us<^an<Ts 
steUe (a) mogen diese Punktionselemente ic,- heiBen. Es 

kommt jetzt darauf an, zu zeigen, daB k ~m ist. 

Wird dies mcht zugestanden, so bilden -wir die symmetrischen 
Ausdriicke 

-^1 = '^1 + Wg -j- • . • Wj., 

Pi = WiWi + 4- ... -I- Wh-iW;., 


± Pk = WiW^ . . .Wj,. 

Wie man sieht, verhalt sich jedes P, im Punkte [a) analytisch 
und laBt sich auch in jeden Punkt von T analytisch fortsetzen. 
Des weiteren bleibt eindeutig und endlich^) in T. Nach dem 
erweiterten Eiemannschen Satze betreffend hebbare Unstetigkeiten, 
Kap. 3, § 3, laBt sich P ^ somit auch in die Punkte des Gebildes 
(2) analytisch fortsetzen. Darum verhalt sich im ganzen 
Bereiche S analytisch. ” 

Bildet man jetzt die Punktion 

(4) (W — Wj) {W — W^)...{W~ ID„) =w’‘ + P^w’^-i + p^, , 

und bezeichnet man mit Zj^, . . .,z„) denjenigen im Aiifange 
irreduktiblen Teiler dieses Pseudopolynoms, welcher im Punkte 
(t>, Ui, . . ., a„) verschwindet, wo h den Wert des Funktionsele- 

_ 1) DaB die Wurzeln von (1) im Bereich S endhch bleiben, erkennt man 

ww tolgt. Sei eine dieser Wurzeln, und man setze w' = lltc. Dann ne- 

niigt w' der Gleiohung ° 

= 

Da nun die Koeffizienten endlioh bleiben, so kann | w’ i offenbar nicht be- 
liebig klein werden. 
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ments im Punkte (a) bedeutet, so erkennt man, daJ3 F 
jedem Punkte der Umgebung von aj 

versekwindet, worin 0 verschwindet. Nach dem letzten Satze 
von § 8 nraB F denmaeh im Anfange durch 0 teilbar sein. 
Dies verstoBt aber gegen die Voraussetzung, daB F irreduktibel 
sei denn der Grjrad von 0 ist nicbt libber als also sicker 
kleiner als 

Auf Grand des soeben erhaltenen Eesultates erkennt man, 
daB die Stellen ^obei beliebig innerhalb 

S gewahlt wird und w eine willkiirliche Wurzel von (1) bedeutet, 
eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit bilden. Dieselbe ■wollen 
mr als ein pseudoalgehraisches Gebilde bezeichnen. Sie wird auch 
als ein Element eines analytischen GeUldes n-ter Stufe im Baume 
von n + 1 Variahelen benannt; vgl. § 27. Allgem einer bezieht sich 
letztere Bezeichnung aueh auf jede Mannigfaltigkeit, welche aus 
einem den Anfang enthaltenden Stucke derselben durch eine 
nicht-singulare lineare bzw. umkehrbar eindeutige analytische I 
Transformation hervorgeht. 

Gewohnliche und reguldre Stellen. Flir spatere Zwecke sind 
folgende Klassifikationen von Wichtigkeit. Ein Punkt {w\ 

bildes (1) heiBt eine gewohnliche Stelle desselben, falls die 

.riiJiinante D im Punkte {z[, nicht ver- 

schwindet : 

H= 0. 

1st es moglich, jedem Punkte (z) einer bestimmten Nachbar- 
schaft eines Punktes (/) = {z[, . . z'^) eine Wurzel w von (1) zu- 
zuordnen, derart, dafi diese Werte eine im Punkte {z') analytische 
Eunktion bilden, und bezeichnet man den Wert der Funktion im 
Punkte {z') mit w', so heiBt der Punkt (w', z[, . . z'J , sofern er 
als ein der genannten Funktion zugehoriger Zahlenkomplex be- 
trachtet wird, eine reguldre Stelle des Gebildes (1). 

Jede gewohnliche Stelle ist offenbar auch eine regiilare Stelle. 

Das Umgekehrte trifft indessen nicht stets zu. Bo ist beispielsweise 
beim Gebilde 

z^ — x^y = 0 

jede Stelle {x, y,z) ~ (O^hjO), wobei b =j= 0 ist, cine regulare, 
nicht aber eine gewohnhche Stelle des Gebildes. 


Ill 


§ 11. Vom zugehorigga Kanannscfaen Rauine 
§ 11. Vom zugeMrigen Biemannsohen Eaume. 

Tir wota jew beweisen, dab abdr eine 2 «-dfaeBsi<,n.le 
TJmgebung der SteH, (.) = ( 0 ) ein m-blitleriger Biemannseber 
Eaam auagebieitet warden kann, worin die m Beslimmmgen dcr 
Punktion w emdeutig und stetig verlaafen. 

Sei A das Produtt der im Anfange irreduktibien 
Faktoren von D, (2), jeden nur einmal gezahlt. Naehdem man 
notigenfalls erne Imeare Transformation auf die 2 ^ 2 aus- 

geiibt hat, kann man A als ein ausgezeiehnetes ’ (aber” nieht 
notwendig irreduktibles) Pseudopolynom voranssetzen, womit denn 
das Gebilde D = 0, me folgt, dargestellt wird: 


(^) = »?'" + + • • • + = 0 . 

Sei Q eine positive Zahl, nnd sei G' eine zweite an die Rela- 
tion 0<G'<G gebundene GroBe. Dann moge h so angenom- 
men werden, daB, sobald nur (|) ein Punkt des Bereiches 


ist, alle dem Punkte (|) entsprechenden Wurzein 
dingung 

\ri\<G' 


i = US,...,r, 

von (o) der Be- 


geniigen. Im iibrigen mogen G, h so klein angenommen werden, 
daB die Koeffizienten von F sich alle im Bereiche \rj\<G, 
I fs I < analytisch verhalten. — Den Zylinderbereich 


\V\<G, \i^\<h, 

wollen wir nun so aufschneiden, daB das dadurch resultierende Ge- 
biet t' ein Blatt des zu konstruierenden Riemannschen Eaumes 
abgibt. 

Sei (f) ein beliebiger Punkt von o, und seien r/,ri”, . . 
die entsprechenden Wurzein von (5). Dann liegen die’ Punkte 
alle im Kreise h | < G'. Von jedem dieser Punkte ziehen wir eine 
Parallele zur imaginaren Achse bis auf den 
Kreis \rj\=Q herunter. Setzt man namlich 

— |/G^ — i ^ , 

so werden die Punkte ^ die genannten Strecken 
durchlaufen. 


7] = U 

f -j_ ti , 



Fig. 1. 


J J2 I, TTnp li7i^>ft Funktionen. Teilbaxkeit 

Jetzt heben wir aus dem 2n-dimensionalen Bereiche r die 
(2n — l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit {(C, fi, . . 

fort. Dann Ulden die zurucUleibenden Punkte (v, ii, . ■ » 

T einen linear einfach zusammenhdngenden Bereich x . 

In der Tat sei 

eine beliebige einfache geschlossene regulare, in t' verlaufende 
Kurve. Dann lafit sicb L stetig anf einen inneren Punkt von 
t' zusammenzieben, ohne den Band von t' zu treffen. 

Um dies nacbzaweisen, werde L, wie folgt, umgeformt. Wir 
definieren eine Kurve Z/ durch die Pormeln: 

L'-. 

= /(A) + i{ [9>(A) — 0(A)] a + 0(A) ) , 0 < a ^ 1, 

0(A) = y6^-/(A)2; o^A^l. 

Dabei bleibt L' stets regular und einfach, und faUt fiir a = \ mit 
L zusammen. Indem man nun a geniigend vireit gegen null ab- 
>-* Ifi kann man erreichen, dafi die Kurve 

n=m + i{MX)-0{))-]a + 0{X)] 
leriaalb des Kreisringes 

G' <\ri\<G, 

and zwar innerhalb der oberen Halfte desselben, 0 < -y, zu liegen 
kommt. Sei a = ojq > 0 ein Wert, wofiir dies eintritt. 




f 

\ 

I I 

0 \ 


rAJ J 



Die Kurve L^, welche diesem Wert von a entspricht, liegt 
aber schon in einem linear einfach zusammenhangenden Zylinder- 
bereich: 

G^<\ri\<G, 0<V; If;, |<A, = 

womit denn der Beweis erbracht ist. 
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Jedem Piinkte (^, des Bereiches r' entsprechen 

m verschiedene Wurzeln der Gleichung (1). Nach der auf der 
Hand liegenden Verallgemeinermig des Satzes von Bd. I, Kap. 8, 
§ 10 lassen sich dieselben zu m eindentigeii in r' analvtischen 
Fnnktionen — Zweigen — znsammenfassen. Jeder dieser Funk- 
tionen werde nun ein Blatt r'. des zu konstruierenden Eiemann- 
seken Eaumes zugeordnet. Diese Blatter stoBen dann langs jener 
(2n — l)-facli ausgedehnten Mannigfaltigkeit zusammen und war- 
den nun geradeso miteinander verbunden, wie im Falle n = 1. 

Dem Verzweigungspunkte im Falle n = l entspriebt hier eine 
(2n — 2)-facli ausgedehnte Mannigfaltigkeit, und zwar deekt sieh 
dieselbe im allgemeinen mit dem Gebilde (5).^) Es kann indessen 
vorkommen, daB ein Teil dieses Gebildes der analytiacken Fort- 
setzung eines Zweiges kein Hindemis entgegenstellt. Man macht 
sich das alles klar an der Hand des Beispiels 

— bzw. z^ — (y + xY{y^x)=0. 

Der soeben hergestellte Eiemannsche Eaum moge mit © 
bezeichnet werden. Er besteht aus einem Stiicke. Unter einem 
reguldren Punkte von © verstehen wir im AnsehluB an die 
Definitionen des vorhergehenden Paragraphen einen solchen, 
welcher nicht zum Verzweigungsgebilde gehort. In der Umgebung 
eines regularen Punktes verlauft das zugehorige Blatt schlicht, 
und die zugehorige Bestimmung der Funktion w verhalt sich dort 
analytisch. 

Dagegen soli f ^ , . . . , I,.) eine gewd}i7iliche Stelle von @ 

heiBen, falls die Diskriminante von (1) in dieseni Punkte nicht 
verschwindet, d. h. A=t=0. 

§ 12. tiber Funktionen am pseudoalgebraisclien G-ebilde. 

Den Punkten eines irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes ®: 

(1) F{w, ^ 1 , . . H 'r Am = 0, 

dessen Spitze im Anfange liegt, werden Funktionswerte W zu- 
geordnet. Dann heiBt W auf © eindeutig, falls jedem Punkte 
von ® im allgemeinen ein Wert W zugeordnet wird; dabei 
bilden die Ausnahmepunkte eine Menge, deren . . ., ^n)-Koor- 

1) Naheres hieniber findet sich uiiten in § 15. 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl, 8 
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dhidten Punkto 6iii6r stetigon 2ik-fach ausgGdelmtGn Maniiig- 

faltigkeit bestiinmen, fc ^ u — 1 • 

1st (6,%, =(6,a) eine regnlare Stelle von so 

heiBt W anahjiuch in (6, a), falls die der Umgebung von (6, a) 
zugehorigen Werte von W eine im Punkte { 0 ) == {a) analytische 
I'unktion der Argumente bMen. 

Die Funktion nahert sich einem Grenzwerte A im Anfange, 
falls W emdentig auf @ ist nnd einem beliebig kleinen positiven 
6 ein positives d zugeordnet werden kann, derart, daB 

IW A \ < € 

bleibt, sofem nur | {< und i7|0i|>O ist, gleich- 

viel -welcher Wert W dem Punkte (z) zugeordnet wird. Sie heiBt 
stetig im Anfange, falls sie in der Nahe des Anfangs ausnahmslos 
auf & defmiert ist und einem Grenzwerte zustrebt, welcher mit 
ihrem Werte dort iibereinstimmt. Ist nun (6, a) eine beliebige 
Stelle von so sei derjenige in (a) irreduktible 

Paktor Yon F{w,Zi, , , welcher dieser SteUe von ® ent- 

spricht. Dann werden die Definitionen von Grenzwert und Stetig- 
keit hmsichtlich der Funktion W an der Stelle (b, a) erhalten, in- 
dem man bei den vorstehenden Definitionen das Gebilde F = 0 
, = 0 ersetzt. 

liibueaunuere erwejst sich die Funktion W == w als stetig auf 
%, In der Spitze fallen namlich samtliche Wurzeln der Gleichung 

(1) zusammen, sonst miiBte die Funktion F{w,z) nach dem Vor- 
bereitungssatze zerfallen, Und nun folgt aus den Entwicklungen 
von § 1, daB w im Anfange stetig ist. Mithin ist w iiberall stetig 
auf 

1. Satz. Jedem geivohnlichen Punkte eines irreduhtihlen 'pseu- 
doalgebraischen Gebildes ® werde ein Wert W zugeordnet, und zwar 
soil sich W dort analytisch verhalten. Bleibt W auperdem endlich 
duf %, so nahert sich W einem Grenzwerte in jeder nicht-gewohn- 
lichen Stelle von Indent W an den letztgenannten Stellen noch 
durch diesen Grenzwert definiert wird, bleibt die also ergdnzte Funk- 
tion in den singuldren Stellen von @ stetig. 

2. Satz. Die im vorhergehenden Satze betrachtete ergdnzte 
Funkiion W geniigt ausnahmslos einer irreduhtihlen pseudoalgebrai- 
schen Gleichung 

(2) W{W, , . . . , + . . , .f. ^ 0 , , 


1 gx. 
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Wir beweisen den 2. Satz zuerst, indem wir Ton einer gewobn- 
lioben Stelle (5, a^) von @ ausgehen nnd die m Werte 

von W an den m iibereinander beganden Stellen (z) = (a) von 
zu den m elementaren sjmmetrischen Fnnktionen 


zusammenfassen. Jede derselben verbalt sich analytisch in (a) nnd 
gestattet eine analytische Fortsetznng znnaebst Tiber den ganzen 
Bereieb bin, in welcbem die Koeffizienien sicb ana- 

lytiscb verbalten, bis anf die Pnnkte dieses Bereiebes, in denen 
die Diskriminante von F(Wy z^, , . z^) verscbwindet. Da die be- 
wuBten Fnnktionen aber eindentig sind nnd anch in diesen Pnnk- 
ten endbcb bleiben, so baben sie dort nacb dem verallgemeinerten 
Eiemannscben Satze, Kap. 3, § 3 bocbstens bebbare Singnlari- 
taten nnd lassen sicb somit anch in diese Pnnkte analytiscb 
fortsetzen. 

Hiermit ist nun gezeigt, daB die einer beliebigen gewohnbcben 
Stelle (z) = (a) der Umgebnng des Anfangs entsprecbenden Werte 
von W einer Gleicbnng von der Form geniigen: 

(8) + + hC',„ = 0, 

wo ^n) sicb im Anfange analytiscb verbalt. Ist diese 

Gleicbnng irreduktibel, so definiert sie eine Fimktion, welcbe 
nberall stetig anf @ ist nnd sonacb mit der vorgelegten Fnnk- 
tion W identiscb wird. 

Im anderen Falle geniigen die der Umgebnng der genannten 
Stelle (6, a) entsprecbenden IF- Werte einer Gleicbnng 

( 4 ) + . . . + = 0 , 

deren linke Seite ein irrednktibler Faktor der linken Seite von (3) 
ist. Da nun alle analytiscben Fortsetznngen dieses Ausgangs- 
elements der Fnnktion IF nacb den gewobnlicben Stellen von 3 
bin stets nocb der Gleicbnng (4) geniigen miissen, so erkennt 
man, daB die linke Seite von (8) keinen irreduktiblen Faktor 
besitzen konnte, welcber mit diesem nicbt aquivalent ware; vgl. 
2. Satz, § 8. 


8 =" 
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In den vorstehenden Entwicklungen ist aueh der Beweis des 
1. Satzes mit enthalten. 

3. Satz. Die im 1. Bofee betrachtete Funktion W la/St sieh in 
jeder gewohrilichen Stelle des Gehildes @ durch die Formel darstellen: 


(5) 


W — ^ (-^ t • • • t ^n) 

~~ F'iw.Zi,.. ’ 



Ddbet hedeutet ® ein Pseicdopolynom hochstens vom Grade m — 1 , 
welches in alien zum Gelilde @ gehorigen Punkten der TJmgebung der 
Spitze von F, worin F' = 0 ist, versehioindet. 


Znm Beweise bilde man die Ansdriicke: 


( 6 ) 


Wi + .-. + Tf„ =Po, 

WiWi H h = Pi, Pot-2. 


.j (_ = P„_i. 


Po = l. 


ffierbei ist P*. in alien Punkten von T (§ 10) eindeutig erklart und 
analytisch und bleibt femerhin endlicb in T. Nach dem verall- 
gemeinerten Riemannschen Satze, Kap. 3, § 3, kauri Pj, also nur 
jkeiten iu S aufweisen, und Pj. laBt sich somit 
aiei m S analytiscben Punktion von (%, erganzen. 

Indem -wir uns zunachst auf die Umgebung einer Stelle 
a„) von T bescbranken, zieben wir die Formeln heran: 


F{w, zi, . . z„) = (w — wi) [w — W 2 ) . . . {w — toj, 

P (^1 j ■*! j * • * j ^n) " (^1 ^ 2 ) {Fi "^ 3 ) • " • (Fi — ’^ra) • 

Andererseits hat man 


0{w) = {W — W2){w — Ws) . . . {w — w„) 

= -{W2 + W2-\ + H (1^2 W3 . . . wj 

= w™-! + (Ai + Wi)w““^ d 

wobei sich aus und rational und ganz zusam- 

mensetzt, und zwar ist vom Grade k in w^. Im iibrigen ist 

^K) =P'K, ^ 1 , ...,z„), 0{ic„) = 0, 


A = 2, . . m. 
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Nunmehr werde die fe-te der Gleichungen ( 6 ), wie angedeutetj 
rait Bm-fe miiltipliziert, und man addiere die also modifizierten 
Gleichungen zusammen. So kommt: 

+ . . . + = Giw,, 

w = 

wobei G ein Pseudopolynom bedentet. 

HQermit haben wir die in Anssicht genommene Darstellnng der 
Piinktion JV zunachst blofi fiir die Umgebiing einer besonderen 
gewohnlichen Stelle ( 61 ,%,.. .,aj von ® erhalten. Da nun aber 
die Pormel eine analytische Fortsetzung langs eines beliebigen in 
T gelegenen Weges gestattet, so gilt die Darstellnng damit allge- 
mein. Im iibrigen folgt aus der Endlichkeit von W, daB der 
Zahler in jeder NuUstelle des Nenners verschwinden muB. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzn, daB die Darstellung 
(5) selbst in solchen Punkten in welehen 

D 0 ist, noch gilt, sofem nur eine einfache 
Wurzel von F ist, da F' in einem derartigen Punkte nicht 
verschwindet, und beide Seiten der Gleichung (5) sich dort also 
analytisch verhalten. 

Die Darstellung (5) wird indessen nicht immer in alien regu- 
laren Punkten von © gelten, da es eben vorkommen kann, daB 
zwei Mantel der Hyperflache (1) einander durchsetzen, ohne dabei 
verzweigt zu sein, nach Art der Kurve 

^2 ^ 2(1 ^ 

im Anfang. 

Es liegt die Vermutung nahe, daB W sich auch in der Form 
eines Pseudopolynoms darstellen laBt. Dies trifft indessen nicht 
stets zu, wie das folgende Beispiel zeigt: 



Immerhin kann man leicht zeigen, daB TF stets in der Form 

^ . .,Zn) 

darstellbar ist, wobei G und A Pseudopoiynome mit der nam- 
lichen Spitze bedeuten, und zwar wird A nur aus solchen in der 
Spitze von ( 1 ) irreduktiblen Faktoren bestehen, welche aueh in 
der Diskriminante von (1) auftreten. Die Darstellung gilt nur fiir 
gew'ohnliche Punkte. 
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§ 13. Das System melirerer pseudoalgebraisohen Punktionen. 
Seien I Punktionen dureh die I Gleichungen: 

(1 ) Pic {wjc , % , . . M + . . . + ^ w = 0 , ^ = 1, . . ^ 

definiert, wobei jP* ein ausgezeiclinetes irreduktibles Pseudopoly- 
nom bedeutet, dessen Spitze im Anfang liegt. Dann wird im all- 
gemeinen jede dieser Punktionen einer verschiedenen Eiemannschen 
Hyperflache bediirfen. Man kann aber stets ein Gebilde 

(2) F(w,z^,...,Zn) :-=w^ + A^w^-^ + ••• + = 0 

finden, an welchem jede Punktion Wj, eindeutig ist, und zwar 
gehoren zu zwei ubereinander gelegenen regularen Punkten der 
entsprechenden Eiemannschen Hyperflache @ stets verschiedene 
Systeme von Zweigen (w[, . . 2^3, (2^1, . . w^), Dabei be- 
deutet F{w, Zi, • . irreduktibles ausgezeichnetes Pseudo- 

polynom, dessen Spitze im Anfang liegt. DemgemaB lafit sich 
jede der vorgelegten Punktionen Wj^ nach den Satzen des vorher- 
gehenden Paraeranhen durch w darstellen. 

mil iJereich, in welchem jeder Koeffizient Af'^ sich analytisch ver- 
halt. Aus S hebe man die Punkte fort, in denen die verschiedenen 
Diskriminanten der I Punktionen (1) verschwinden, und bezeichne 
den iibrigen Teil von S mit T, Ist (a) ein Punkt von T, so wer- 
den sich samtliche Wurzeln der I Gleichungen (1) zu in (a) analy- 
tischen, voneinander verschiedenen Punktionen zusammenfassen 
lassen, und zwar werden die rrij, Wurzeln der fc-ten Gleichung 
daselbst getrennte Werte annehmen: 

Jetzt greife man willkiirlieh, jedem Werte von h entsprechend, 
eine dieser Punktionen j = heraus und bilde man die 

Punktion: 

(3) -\ 

vobei willkiirliche Konstanten bedeuten. Sei L eine 

von (0) ausgehende, in T verlaufende und nach (a) zuriickkehrende 
Kurve, langs deren also jedes der Punktionselemente eine 
analytische hortsetzung gestattet, und sei die neue Bestim- 

k 
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mung von im Punkte (a). Fallt nim wf) fiir alle Werte 
von h niclit mit identisch ans, so wird niindestens eine der 
Differenzen 

von null verschieden sein. Der Wert W®) von im Punkte (a) 
wird dann vom Werte der Pimktion daselbst verschieden 

sein, falls nur 

(4) -- b^)) + . . . + a, (bp - bf) 4= 0 . 

Durch geeignete Wahl der ajf. ist dies stets zu erreiehen. 

Wenn man alle moglichen derartigen Wage L in Betracht 
zieht, so gewinnt man dadurch ja nur eine endliche Anzahl ver- 

schiedener Systeme analytischer Portsetzungen Da- 

mit die entsprechenden Portsetzungen ebenfalls getrennt aus- 
fallen, genligt also, daB eine endliche Anzahl von TJngleichungen 
der Porm (4) zwischen den a erfullt werden, Bekanntlich ist dies 
stets zu erreiehen. 

Ist insbesondere («°) = (a!J, . . ., (zj) eine mogliche Wahl, so 
wird offenbar jedes System {a), welches in einer geeigneten Nach- 
barschaft des Punktes (a°) liegt, auch eine brauchbare Wahl der 
a liefern. Ist ferner (a) ein beliebiges System von I Zahlen 
. . .,dj, so wird es in jeder Umgebung von (a) einen Punkt (a) 
geben, wofur die Ungleichungen (4) statthaben. 

Sei also erne besondere brauchbare Wahl der a. 

Dann wird die dazu gehorige Funktion Wurzel einer Glei- 
chung von der Porm sein: 

F{w, ^ 1 , . . .,Zn) =w^ + 4- h = 0, 

wobei F ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudopolynom ist, des- 
sen Spitze im Anfang liegt. Der Beweis wird gerade so gefuhrt, 
wie beim 2. Satze, § 12. An dem hiermit definierten pseudoalge- 
braischen Gebilde wird jede der Punktionen iVj, eindeutig sein. 
Des weiteren gehoren zwei regularen iibereinander liegenden Punk- 
ten der zugehorigen Eiemannschen Hyperflache zw’ei getrennt e 
Systeme von Punktionswerten (w [, . . ., ti\) und . . ., wp an. 

1) Die extremen Falle sind folgende: i) jede Bestimmung einer willkiir- 
lichen Funktion Wj^ kann mit jeder Bestimmung einer zweiten, ebenfalls will- 
kiirlich gewahlten Funktion im bewuBten Komplex vorkommen. Dann ist 
w eine m^ma . . . Wj-deutige Funktion; ii) mit einer willkiirlichen Bestim- 
mung Wj^ wird nur eine einzige Bestimmung jeder w'eiteren verkniipft. 
Alsdann ist w eine mi = mg = • • • = ?7ij-wertige Funktion. 
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Geometrische Deutung, PaJBt man die Variabelen ^ • •yWi, 
Koordinaten eines Punktes im komplexen Eaume 
von I + n Dimensionen auf, so definieren die I Gleichungen (1) ein 
Gebilde Z-ter Stufe in diesem Eaume. Der Gleichung (3) ent- 
spricht dann eine lineare Transformation, wobei 

w = a:i^w^-{ \-aiWi. 

1st hier etwa 0:1 + 0, so konnen die weiteren Gleicbungen der 
Transformation, wie folgt, lauten: 

Darm wird das Gebilde, auf das neue Koordinatensystem bezogen, 
durch eine einzige Gleichung (2) definiert, indem - eindeu- 

tige Punktionen an diesem Gebilde sind. 

§ 14. Von den DSTullsteUen einer am Gebilde © eindentigen 

Punktion. 

Dos Gehilde g. Vorgelegt sei ein ausgezeichnetes irreduktibles 
r.c!an/^AoinrobrQiar»bDa dessen Spitzo im Anfange liegt: 

Zn) + + , . , + = 0 . 

liegeben sei femer der Cylinder 

(2) =0, 

wo eine im Anfange irreduktible Funktion bedeutet. 

Bei nieht-singularer Wahl des Koordinatensystems^) laJ3t sich die 
Mache (2) auch in der Form darstellen, 

(3) B(v, Zi , . . .,Zr) = ^)’' + d E^ = 0, 

v=Zn, r = n~l, 

wo B ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopolynom bedeutet, 
dessen Spitze im Anfange liegt. 

Sei Or) = (a) ein Punkt, in welchem die Diskriminante 

von B nieht verschwindet, und sei eine in (a) analytische Funk- 
tion, welche der Gleichung (3) geniigt. Setzt man 

F{w,z-^, . . =Fa{w,z^, ...,z;), 

1) Genauer gesagt, nach eventueller Ausubung einer nioht-spezialisierten 
hnearen Transformation unter den Zi,. 
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SO ist F a ein Psendopolynoni, dessen Spitze im Piinkte (z) = (a) 
liegt. Letzteres besteht ans einem Produkte in (a) irreduktibler 
Paktoren, und zwar diirfen wir annehmen, da6 diese samtlicb 
linear in w sind nnd aTiBerdem in (a) lauter verscbiedene 
Wurzeln C25 . . . haben. Bildet man namlich das Prodnkt der 
irreduktiblen Paktoren von F^, jeden nnr einmal gezahlt, so wird 
die Diskriminante desselben ja nicht identisch verschwinden. Da- 
ber kann man in jeder Nahe von (a) einen Ptmkt (a') finden, in 
welcbem die Diskriminante nicht verschwindet, und nun brancht 
man (a) nur noch nach (a') zu verlegen. 

Hieraus geht hervor^ daJB die samtlichen der Umgebnng von 

(а) entsprechenden Wurzeln von F^ sich zu in (a) analytischen 
Punktionen Wi, • zusammenfassen lassen. DemgemaB besteht 
der dieser Umgebung zugehorige Tail von @ aus einer endlichen 
Anzahl von Stiicken: 

(4) w-=Wi, v=Vj^y £= 1 , 2 ,... 

Jetzt gehen wir von den beiden Punktionselementen Wi,Vi 
aus und betrachten die samtlichen gleichzeitigen analytischen 
Portsetzungen derselben. Die Portsetzungen von werden stets 
der Gleichung (8) geniigen. Aber auch die Portsetzungen von 
werden eine analoge Gleichung, co{w,z)=0, erfiillen, die sich, 
wie folgt, ergibt. 

Seien die der Umgebung von (a) entsprechenden 

Wurzeln von ( 3 ), und man bilde das Produkt: 

V 

IJPiw, . • ■,Zt, ’Ok) = F {w, Zr)- 

k=l 

Dann lassen sich die Koeffizienten von F liber die ganze Umge- 
bung des Anfangs analytisch fortsetzen, und F stellt somit ein aus- 
gezeichnetes Pseudopolynom vor, dessen Spitze im Anfange liegt. 
Des weiteren verschwindet F identisch in der Nahe von (a), 
wenn w — w-^ gesetzt wird. Sei o)[w,z) derjenige im Anfange 
irreduktible Paktor von F, der dieses identische Verschwinden 
von F besorgt. Dann geniigen auch alle jene analytischen Fort- 
setzungen von der Gleichung 

(5) a){w, Zr) = 0. 

Definition. Indem der Punkt {z^,.,.,Zr) aiif die Um- 
gebung des Anfangs, etwa auf den Bereich 

(б) Ufc I < 


h = 1 . 
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besehrankt wird, liefem die Punkte -y), wo w und v 

die gleichzeitigen Fortsetzungen von und bedenten, das 
GehiUe g. Dazu werden noch alle Grenzpnnkte gezahlt, deren 
Koordinaten der Bedingung (6) entsprechen. 

Nafme Bestimmung der Definitionsbereiche. Der Bestimmtheit 
halber woUen wir die GebUde g noch etwas scharfer abgrenzen. 
Es m5gen Bereiche 2, S, wie folgt, erklart werden. 

8: \v\< g, (%, . . Zr) in Z, 

Dabei soUen die Konstanten g, h zunachst so besehrankt werden, 
daB S, S resp. in den Bereichen liegen, worin die Koeffizienten 
Ej analytisch sind. Jetzt wird @ als das durch (1) defi- 
nierte Gebilde erklart, wo beliebig in S' liegt. 

Endlich wird h noch so eingeschrankt, daB die Wurzeln von 
(3) und (5) dem absoluten Betrage nach kleiner als g ausfallen. 
Und nun wird g der Bedingung entsprechen, daB in 

r» - . X 

i irreduktiblen Faktoren co{w,z) von 
. zu verschiedenen Werten von h AnlaB. 
^ wir nun schlechtweg den kleinsten dieser 
Werte (Oder auch eine kleinere positive Zahl). 

Wir konnen nunmehr den folgenden Satz aussprechen. 

Satz. Alle simultanen Losungen der Gleichungen (1) und (3) 
liegen an einer endlichen Anzahl von Gehilden g mid machen diese 
Gebilde gerade aus. 

Die FunUion W. Des weiteren werde eine Funktion W vor- 
gelegt, welche eindeutig und stetig am Gebilde @ ist und sich 
auBerdem in den regularen Punkten von @ analytisch verhalt. 
Nach § 12, 2. Satz, genligt W dann einer irreduktiblen pseudo- 
algebraischen Gleichung, 

(7) + BxW^-^ + . , . + = 0, 

deren Spitze im Anfange liegt. 

Aus der Stetigkeit von W am Gebilde ® ergibt sich schon 
die Stetigkeit von W an einem Gebilde g. Es liegt aber kein 
Grund vor, zu glauben, daB W sich in den regularen Punkten 
von g analytisch verhalten soil. Es stellt sich indessen heraus, 
daB dem in der Tat so ist. 
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Sei namlichi (z) = (a) ein Punkt von Z, der zn laiiter ge- 
wohnlictien Stellen von g fnhrt. Tmgt man in (7) = t'x ^in, so 

tommt: 

( 8 ) Z,, , . Zr,V^ == W,(W. Zr^ = 0, 

wo Wa ein Pseudopolynom mit der Spitze (a) bedeutet. Bilden 
wir das Produkt der in (a) irrednktiblen Paktoren von jeden 
nur einmal gerechnet, so verschwindet die Diskriminante desselben 
nicht identisch. DemgemaB verhalt sicb TF in der Umgebung 
irgendeiner der genannten Stellen von g analy tisch, hocbstens 
bis anf die Punkte einer (2r — 2)- fact ansgedehnten Mannigfaltig- 
keit. Da W anBerdem eindeutig und stetig in der bewoBten Um- 
gebnng ist, so erweist sieh W dort als ausnahmslos analytisch, 
vgl. Kap. 3, § 3. — In ahnlioher Weise wird gezeigt, daB W ancb 
in etwaigen sonstigen regiilaren Punkten von g analytisch ist. 

Die Wurzeln von W, Untersuehen wir jetzt die Stellen von 
worin W einen konstanten Wert hat, 

TV = C. 

Es geniigt, (7 = 0 zu setzen. Mit Elicksicht anf (7) erkennt man, 
daB eine notwendige Bedingung fiir eine Wurzel von IF anf ® in 
der Gleichung 

(9) = Bj,[z ^, . . = 0 

besteht. 

Verschwindet W nicht identisch auf ®, so Hegen die NuJl- 
stellen von W auf einem oder mehreren Gebilden g, welche, wie 
folgt, erhalten werden. Sei %p {z^, , , , , z^^ ein irreduktibler Faktor 
von jBj, ( 2 ^ 1 , . . und man betrachte alle Gebilde g, welche 

durch die Gleichung ^ = 0 nebst der Gleichung (1) definiert 

werden. Diese Gebilde mogen hinfort mit go bezeichnet werden. 
Ihre Gesamtheit stellt die vollstandige Losung der Gleichungen 
(1) und (9) vor, wo (^i, ..., 2 :^) in einem geeigneten Bereiche E 
liegt. 

Auf mindestens einem dieser Gebilde go wird TF identisch 
verschwinden. Sei namlich {z) = (a) ein Punkt des Bereiches E, 
der zu lauter gewohnlichen Stellen ... samtlicher go fiihrt 

und wofiir auch die irreduktiblen Faktoren der samtlichen 
Funktionen Wa linear ausfallen. In mindestens einer der Stellen 
muB der zugehorige Wert von TF verschwinden, da B 3 , in 

jedem Punkte gleich null wird, und da ferner jede Wurzel 
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von (7) einen Wert von W in einem der Punkte Pi vorstellt. 
Demnach muR W in der Umgebung mindestens einer der Stellen 
Pj, identisch verschwinden, nnd daram verschwindet W aneh 
identisch am bewnBten Gebilde go* 

ETSchopfung der Wurzeln von W, Mit den Punkten der Ge- 
bilde go, an denen W identisch verschwindet, werden samtliche 
Wurzeln von W an @ erschopft. In der Tat sei 

Qz (c, a) = (c, ai,..., a,,) 

eine beliebige Stelle von @, in welcher W verschwindet. Dann 
mu6 wegen (7) im Punkte Q verschwinden, und darum liegt 
Q auf einem Gebilde go* 

Wir betrachten nun das vorgelegte Pseudopolynomi^('w;, < 2 ?^) 
in der Nahe von Q, Dasselbe kann in mehrere irreduktible Pak- 
toren zerfallen, wovon aber einer, Zn), in der Spitze 

a„) die Wurzel w=c haben und der Stelle Q von ® 
entsprechen wird. Auf diesem Gebilde wird dann W eindeutig 
und im Punkte Q gleich null sein. DemgemaB gestatten die 
voraufgehenden Entwicklungen eine unmitt elbare Anwendung auf 
diesen Pall. Insbesondere wird es mindestens ein Gebilde go 
woran W identisch verschwindet und welches den Punkt 
^ vxitnalt. Sei (a') = (a^, . . ., ein Punkt der Nachbarschaft 
von (a) = (ui, . . ., Uy), dem nur gewohnliche Punkte sowohl von 
go als auch von samtlichen Gebilden go entsprechen. In der 
Nahe von (a') fallt dann go mit einem der Gebilde go zusammen, 
und darum liegt g^ ganz auf dem bewuBten g^. Hiermit ist 
denn gezeigt worden, daB die Wurzel Q: (c, a) von W doch auf 
einem der bewuBten go Hegt, w. z. b. w. 

Passen wir das Ergebnis in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen: 

Satz. Die hiullsiellen der Funhtion W machen eine endliche 
Anzahl vo7i Gebilden g axis, sofern W nicht gerade identisch ver- 
schwindet. 

Bei nicht-spezialisierter Wahl des Koordinatensy stems besteht ein 
Gebilde g aus den Punkten {w , Zi, . . . , z^) , wo z^ = v durch eine 
Gleichung (3) definiert wird und w eindeutig am^ Gebilde (3) ist. 

Beispiel. Sei 

w^ ~ 


(10 


^2 — ^ 5 
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und sei 

W =w — 

Dann geht (7) aus der Gleichimg 

{W — = ^ 

hervor, also wird 

(70 + 2z^W + - %% = 0. 

Demnach wird 

JBp = ^ 1^2 ~ (^2 %) ^2 • 

Die Gebilde entstehen aus den folgenden Zjlindem 
= 0: 

^2 — ^1 = 0; ii) 02 = 0. 

In beiden Fallen wird z^ =v gesetzt. 

ad i) Hier fallt die Gleichung (3), wie folgt, aus: 

(30 v — Zi = 0. 

Tragt man den Wert = z^ in (10 ein, so kommt: 

— ZiVi = w^ — zl = (w — 0 i) (w -j- Zi) — 0, 

also 

coi(Wf 0 i) = w — Zi = 0; co^(w, Zj) =w + = 0. 

Bs gibt also hier zwei Gebilde QqI 


9\i 


d). 


V = 01, 

w = 0 i; 




V = %, 

10 ~ — 2^, 


Am Gebilde g[j^) verschwindet W identisch. Am Gebilde gj^-^ ist W 
dagegen Ton null verschieden bis auf den Schnittpunkt dieses 
Gebildes mit g[j^^ und dem weiteren Gebilde go unter n), namlich 
{w, 01 , 02 ) = (0.0. 0). 

ad ii) Hier wird (3) zur Gleichung 


(3'0 ^^ = 0. 

Aus (10 wird nun 

— 01 1 ?! = tv- = 0 . 


Es gibt nur ein Gebilde go, 
go: ^)=0, 


w — 0, 
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An demselben muB W notwendig identiscli verschwinden, was 
auch bestatigt wird. 

Aus diesem Beispiele geht ferner hervor, daB es in der Tat 
Gebilde go geben kann, woran W nicht identisch verschwindet. 
In einem solchen Falle liefem diese Gebilde keine neuen Wurzeln 
_ eine Wurzel hat W jedenfalls darauf, da alle Gebilde go 
ja durch den Punkt {w,z)={0,0) hindurchgehen — , sondern 
weisen nur da Wurzeln auf, wo sie mit jenen anderen Gebilden 
go zum Schnitte kommen. 

§ 15. Von den singularen Stellen eines pseudoalgebraischen 

G-ebildes. 

Wir sind jetzt in der Lage, naheres liber die singularen Stel- 
len eines ausgezeichneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes @ : 

(1) F{w, z^) :=:w^ + H A^ = 0 

zu bestimmen. Diese finden sich iinter den an ® gelegenen NuU- 
stellen der Funktion PT - 2 ?^), und letztere fallen 

Oder mehrere Gebilde g aus. Aber nicht jede Stelle 
^elcher verschwindet, braucht eine singulare Stelle 
x ujj.ji.oiun w zu sein. Es fragt sich nun, ob die singularen 
Stellen der Funktion w einen gewissen Komplex von Gebilden 
g gerade ausmachen. 

Die singularen Stellen von ® liegen aber auch an den Gebil- 
den g, welche durch den Schnitt von (1) mit der Diskriminanten- 
flache D{zi, . , Zn) ~0, also mit dem Zylinder (5), § 11, 

(2) A{r], ^1, . . ., 1^) = H h 

^n='>h = h = 1, , , .,r = n~-l, 

entstehen, und diese letzteren Gebilde wollen wir nun des naheren 
untersuchen. 

Wir wollen annehmen, daB die Koeffizienten Aj sich im Be- 
reiclie 

S: \v\<9y (I) in 

\h\<h, i = .,. 

analytisch verhalten, sowie daB \Tj' \ < g, wo (|) in 2 liegt und 
r/ eine beliebige Wurzel von (2) ist. 
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Sei (f) = (a) ein Punkt von S, vrofiir A lauter getrennte 
Wnrzeln hat, und sei rj = ^ eine dieser Wnrzeln. Dann liegt p 
im Kreise 

\v\<9- 

Um jS werde ein in S befindlicher Kreis 

K: \r] /S]<A, 

so gewahlt, daB keine zweite Wurzel von ar) in K 

(inkl. des Eandes) vorhanden ist. Wird dann q der Bedingnng 

0 < ^ < A 

gemaB beliebig angenommen, so lafit sich I derart bestimmen, 
daB, wenn (f) in der Umgebung 

U: \^lc — (^k\<h Jb = l,..,r, 

der Stelle (a) liegt, eine und nur eine Wurzel von A sich in K 
befindet und auf den Kreis 

K': \V—^\<Q 

beschrankt ist. 

Die Funktion iv im BereicJie { K — K', U } = E . Wir betrach- 
ten nun die verschiedenen Wurzeln von F im Bereiche 

B={K — K\U}: \^k~-^k\<h ^-=1, 

In jedem Punkt e desselben sind diese samtlich getrennt. Im 
Kleinen lassen sie sich also zu m analvtischen Funktionen 
zusammenfassen. Setzen wir ein besonderes dieser Funktions- 
elemente in B analytisch fort, so entsteht dadurch eine in B 
g-deutige Funktion, 1 deren Werte in B mit n\, . . ., il\ 

bezeichnet werden mogen. Die elementaren symmetrischen Fimk- 
tionen derselben, 

%v\ d h 

sind eindeutig und analytisch in E, und mogen 

heiBen. Jede dieser Funktionen gestattet eine aiialytisclie Fort- 

setzung liber den ganzen Bereich 


T={K,\X\: 

wie wir jetzt beweisen wollen. 


I i < ^ ) 
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Vor allem erkennt man, daJ3 0^ eine Fortsetzung in jeden 
Piinkt von T gestattet, der nicht auf der Mannigfaltigkeit A = 0 
liegt. Ein solcher Punkt ist (rj', a^) , 0 — ^ \ < X. 

Wir iiehmen nun q' so an, daB 0 < p' < \rj' — /S | ausfallt, und 
bestimiixen den zugehorigen Wert, V, von Z. Dann verhalt sich 
die eiitsprechende Funktion 0[{z-^, . , analytiscb im Bereiche 

E'\ q' ^\ < X, \ aj^\ <V , * = 1, 

Ein Teil dieses Bereiches, namlick der Bereich^) 

Q<\}'j—^\<X, \ 5k — 9 * = 

liegt in E, und dort stimmt 0',^ eben mit tiberein. 

In ahnlicher Weise mrd der Beweis fiir jeden anderen Punkt 
(?/, aj, . . ., a') gefiihrt, wobei rj' in K, {a') in U liegt und 
A(x/, a'l, . . ., O =4= 0 ist. Die Wurzel /?' von a\, . . ., a'), 
welche in K' liegt, umgeben wir mit einer kleinen Nachbar- 
scliaft T, welche den Punkt rj' ausschlieBt, und bestimmen dann 
eine Umgebung a des Punktes {a') derart, daB eine Funktion 0\ 
im Bereiche {K — x,a] definiert werden kann, welche im Teil- 
bereiche [ K — K\ a } mit 0j. iibereinstimmt und letztere Funktion 
in den Punkt (x;', . . ., a') analytisch fortsetzt. 

Es bleibt noch iibrig, zu bemerken, daB das soeben darge- 
legte Yerfahren eine in T' eindeutige Funktion liefert, wo T' aus 
den Punkten von T besteht, in denen A =[= 0 ist. Ist namlich 

(a') ein beliebiger Punkt von U, so wird 0^^ in jedem Punkte 

a ) , xvofiir rj in. K liegt und + ist, durch die ur- 

spriingliche Funktion 0^ nebst der soeben beniitzten analytischen 
Fortsetzung derselben eindeutig bestimmt. — DaB 0^, auBerdem 
noch endlich bleibt, ist ja sofort evident. 

Jetzt sind alle Bedingungen des ersten Satzes von Kap. 3, 
§ 3 resp. § 4 erfiillt, und 0^^ erweist sich somit als analytisch 

in T. DemgemaB geniigen diese q Bestimmungen von w einer 
irreduktiblen pseudoalgebraischen Gleichung 

(3) w^+ + h B, = 0 

mit der Spitze {cci, ^ , a^, ^). Die Koeffizienten 

Bj verhalten sich analytisch in T. 


1) Zur Vereinfachung des Beweises diirfen wir voraussetzen, daB o' < o 
ist. e __ 
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Wir sind nunmebr in der Lage, den folgenden Satz zu be- 
weisen. 

Satz. Sei Q ein belieUges der Gehilde 
F = 0, A = 0. 

SieM man von den Stellen ah, in denen die Diskriminayite v07i A 
verschwindet, so Mngen genau q Zweige von w in jedem PunJde 
von g zusammen, 

DaB namlich mindestens q Zweige in der Umgebung der 
Stelle {w,z) = (7, von g, wo y die Wurzel von (B) 

in der Spitze, zusammenhangen, WTirde klar, sowie die obigen 
mehrdeutigen Funktionen im Bereiche B, zu Zyklen zusammenge- 
faBt waren. Es blieb aber noch iibrig zu konstatieren, daB diese 
Zyklen nicbt ineinander fortgesetzt werden konnen, obne daB {z) 
aus dem Bereich T hinaustritt, und dies erhellt sofort aus der 
Eelation ( 3 ). 

Sodann wird ferner gezeigt, daB diese Zabl q aucb in jedem 
Punkte einer gewissen Umgebung der Stelle (y, von 

g erhalten bleibt. Dazu verhilft uns keine pseudoalgebraische 
Gleichung, wie ( 3 ). Wir haben eben den ganzen ins Einzelne 
besprocbenen Sachverhalt notig, insbesondere den Umstand, daB 
jeder Punkt {a') von 11 zu einer und nur einer Wurzel p' von 
A fiihrt, wozu sich noch eine und nur eine Wurzel y' von F ge- 
sellt [hiermit ist dann ein einziger Punkt (7', a', /?') von 

g bestimmt] und daB genau q Wurzeln von F in diesem Punkte 
zusammenhangen. 

Der Beweis des Satzes besteht nun eben darin, daB man zwei 
beliebige nicht-spezialisierte Punkte des bewuBten Gebildes g durch 
eine auf g verlaufende durch keine der Ausnahmepunkte hin- 
durchgehende regulare Kurve L miteinander verbindet und dann 
nach wohl bekannten Methoden konstatiert, daB q langs L kon- 
st ant sein muB. 

Von der Umndglichkeit singuldrer Gehilde niederer Dimension. 
Fur ein bestimmtes Gebilde g kann q = 1 sein, und es liegt die 
Frage nahe, ob dies nicht auch fiir alle Gebilde g zugleich ein- 
treten konnte. Dann wiircle das Verzweigungsgebilde nur von der 
(2r — 2) -ten (oder sogar noch von einer niederen) Dimension sein. 

Dieser Fall ist aber leicht zu erledigen, da die Aushebung 
einer /c-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus der Umgebung 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 9 
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eines Puiiktes eines Eaumes von p Dimensionen einen linear ein- 
fach zusammenhangenden Bereicli znrdcklaBt, sobald nnr 
& g p — 3 ist. Wiirde ein Pnnktionselement also in jede Um- 
gebung einer (2r — 2) == (2n — 4)-facb ausgedelinten Mannigfaltig- 
keit analytisch fortgesetzt werden konnen, so mufite zunachst 
eine eindeutige Punktion in der Umgebung von W entstehen, und 
eine solche laBt stets nach dem zweiten Satze von Kap. 3, § 3 eine 
analytische Portsetzung in die Punkte von zu. 

§ 16. Von der Darstellting der Fnnktion W am singular en 

aebilde. 

1st If eindentig nnd analytisch an denjenigen SteUen des 
Gebildes 

( 1 ) F{w,z ^, . . = 0 , 

von §10, (1), in denen F^(Wy z^) nieht verschwindet, und 

bleibt W fernerhin endlich am Gebilde, so haben wir bereits ge- 
sehen, daB sich If an alien solchen SteUen in der Porm darsteUen 
laBt: 

/r»\ ppr _ 

Pt(? (^ > > • • • > %) ^ 

wo G ein Pseudopoljmom bedeutet, dessen Spitze mit derjenigen 
von F zusammenfallt. Wir haben fernerhin gesehen, daB If sich 
an den iibrigen SteUen von (S so definieren laBt, daB If uberall auf 
@ stetig wird; § 12, 1. Satz. Sei g eins der Gebilde, in denen 
F^{w,Zi, . . .,Zn) auf @ verschwindet. Nach einer eventuellen 
linearen Transformation von z^y...yZn wird g durch eine Glei- 
chung definiert: 

(B) =0, 

wo W einen irreduktiblen Paktor von A{r] , ii, . . §15, (2), 
also ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopolynom mit der 
bpitze im Anfange bedeutet, und w eindentig darauf bzw. Wurzel 
einer ahnlichen Gleichung (namlich der Gleichung (5), § 14) 

(4) =0 

ist, und wo die Punkte von g die Koordinaten ( 2 ^, fi, . . ., f,., ? 7 ) 
haben. Nach den Entwicklungen von § 14 wird nun If (und 
also auch insbesondere w) nicht nur stetig, sondern auch analy- 
tisch auf diesem Gebilde sein. 
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Damach laBt sich W an alien SteUen von in denen 
fu • • ^r) 4"^ ist, falls w eindeutig auf (3) ist, in der 
Form darstellen: 


( 5 ) 




wo r ein Psendopolynom bedeutet, d^sen Spitze im Anfange 
liegt. 

Ist nun ti > 2, so konnen wir den SchluB an den bisher aus- 
gesctilossenen singularen Stellen wiederkolen und so fortfahren, 
bis wir W in jedem Punkte des Gebildes @ hochstens mit Aus- 
nahme des Anfangs durch Pormeln vom Typus (2), (5) usw. zur 
Darstellung gebrackt haben; WeierstraB, vgL §17. 


§ 17 . liber simultane Grleichxnigssysteme. Ber Eweite 
Weierstrafisclie Satz. 

Dcts Gehilde g im allgemeinen FaUe. Wir kniipfen an den 
Begriff der friilieren Gebilde g, § 14, an, indem wir von einem 
ausgezeichneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Gebilde 

(1) H{w, %, . . .,u^) = H 1- = 0 


und einem zu demselben gehorigen Funktionensysteme^) 
ausgehen. Dann soU die Punktmenge u ^) } 

ein Gehilde g ausmachen. "Cbt man nun eine beliebige nicht- 
singulare lineare Transformation 


H + + H ^ 

aus, wobei n = g + q, i — 1, , . .,n, so moge das transfor- 
mierte Gebilde auch ein Gehilde g heiBen. 

Ausfuhrlicher gesagt heiBt g ein Gehilde o-ter Stufe im 
Raume der n Verdnderlichen^) {z) oder {w,u), 

Nach den voraufgehenden Entwdcklungen bilden die singu- 
laren Stellen von g (falls /^ > 1) ein oder mehrere Gebilde g' von 


1) Damit ist ja nach § 13 gemeint, daB jede Funktion am Gebilde 
(1) eindeutig und stetig und in den regularen Punkten desselben analytisch, 
imd fernerhin die Funktion aiWi-\- • • • aaWa bei nicht-spezialisierter 
Wahl der mit diesem Gebilde gleichverzweigt sein soil, 

2) Die gleichzeitigen analytischen Fortsetzungen der Funktionen 
Wi,...,Wa nebst gewissen spater zu besprechenden Grenzpunkten bilden 
nach WeierstraB ein monogenes analytisches Gehilde g-ter Stufe im liaume 
der n Vermiderlichen. 


9 * 


J32 1, 2- Implizite Funktionen. Teilbarkeit 

^er — l)-ten Stufe. Ahnliches gilt von den singularen Stellen 
letzterer Gebilde, falls solche Stellen vorhanden sind, nsw. 

Der zweite WeierstraBsche Satz.^) Vargelegt sei ein Sy- 
stem simultaner Gldchungen: 

(A) ^ > • * • > • • •) , 

wobei & = 1, - - • eim im PunhU (a) analytische, 

daselhst verschwmdende Funktion hedeutety dock darf keine dieser 
Funktionen identisch verschiomden, 1st I ^n, so warden die in der 
Ndhe von (a) helegenen gemeinsamen Nulhtellen im allgemeinen bhji 
aiMS dem einen Punkte (z) — (a) hestehen. 

Wird dem vorgelegten System nock durch einen zweiten Punkt 
der genannten Ncwhbarschaft genugt, — und dieser Fall tritt stets ein, 
wenn I <n ist, — so hestehen die simultanen Losungen des Systems 
(A) aus dm Punkten eines oder mehrerer Gebilde g. Die Stufe q eines 
g ist an die Relation geknupft: n — I ^ q ^ n — 1; dock brauchen 
die Gebilde g nicht alle von gleicher Stufe zu sein. 

Ist so wird im allgemeinen eine der aus n der Funk- 

tionen Gfc gebildeten Jacobischen Determinanten, etwa 

d{ G^y...yGn) 
d {Zi, . . 

im Punkte {z) = {a) nicht verschwinden. Dann lassen sich die n 
Gleichungen 

Zi =Gi{z^, . . i=i, 

eindeutig umkehren, woraus sich denn ergibt, daB dem Punkte 
(Z) = (0) der einzige Punkt (z) = (a) entspricht. 

Tritt dieser Fall nicht ein, so wird der Beweis vermoge der 
Methode der vollstandigen Induktion gefiihrt. Sei n beliebig, aber 
fest. Fiir I = 1 reduziert sich der Satz auf den ersten WeierstraB- 
schen Satz, § 1. Wir nehmen nun an, daB der Satz fiir Z = 1, 2, 
. . Z richtig ist, und beweisen dann, daB er auch fiir 1 + 1 gilt. 

Ziehen wir also ein beliebiges der Gebilde g in Betracht, 

welches den ersten I der vorgelegten Gleichungen (A) entspricht. 
Dieses werde vermoge der Gleichung (1) und des dazu gehorigen 

1) WeierstraB, Werkej Bd. 3, S. 79. Mit Bticksicht auf den aus dem 

Vorbereitungssatze hervorgehenden ersten Existenzsatz bezgl. mehrdeutiger 
impliziter Funktionen scheint es wohl angebracht zu sein, die vorliegende Ver- 
allgemeinerung desselben als den zweiten Weierstrapschen Satz zu bezeichnen. 
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Funktionensystems definiert. Die (I -f l)-te der vor- 

gelegten Gleichungen (A), auf die (t(?,i^)-Variabelen bezogen, moge 
lanten: 

W{wi, tip) = 0. 

Wir betrachten nun die Fimktion 

W = W(w ^, . . 

am Gebilde (1). Diese ist eindeutig nnd stetig, und in alien regu- 
laren Punkten auch analytiseh, nnd sie verscbwindet anfierdem 
im Anfange. Von ihren anf diesem Gebilde belegenen Nnllstellen 
gilt mithin das Eesnltat von § 14. Bs kann insbesondere vor- 
kommen, daB W dort identisch versehwindet. Dann stellt das Ge- 
bilde g lanter simultane Losnngen der samtlicben I -4- 1 vorgeleg- 
ten Gleichungen vor. Sonst verteilen sich die Nnllstellen von W 
am Gebilde (1) auf ein oder mehrere Gebilde g' je von der 
(^ — l)-ten Stufe. 

Wir heben noch besonders hervor, daB beim Ubergange von 
Z zu Z + 1 ein Gebilde g g-ter Stufe entweder erhalten blieb 
Oder aber durch ein oder mehrere Gebilde g' je von der {g — 1)- 
ten Stufe ersetzt wurde, es entstand also niemals aus g beim ge- 
nannten "Ubergange ein Gebilde g" von niederer als der (g — l)-ten 
Stufe. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes gehefert. 

Beispiel 1. Sei n = 8, Z = 2, 

^ — 0:^=0, z — y^=0. 

Dann sind zwei g vorhanden, und zwar ist jedes von der 1-ten 
Stufe : 

gii y = 

g;: z = xK 

Beispiel 2. Sei = 4, Z = 8, 

z — x^ = 0. z~y^=0, {z — x^) + {y — x)t = 0, 

Dann sind wiederum zwei g vorhanden, doch sind diese nicht 
mehr von gleicher Stufe: 

Q^: y = x, z = x^, x = x, t = t; 

g^: y=~x, z ~ X-, x = x, t = 0. 
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Beispiel 3. Sei n = 5, I = 4, 

^ — ^== 0 , 0 — 2 ^ = 0 , — + — 

+ {y^(c)t + (y — x){y — cox)(u — x) =0. 

Hier sind drei g vorhanden, und war stellen sie wiederum, wie 
bisher, jede moglicbe Stufe vor: 


Sa- 

y = 

z == x^. 

x = X, t =t, 

u = u 

gs: 

y =a)X, 

z = x^, 

II 

II 

o 

u = u 

Si: 

y -z^co^x, 

z == x^. 

II 

II 

o 

U = X 


Beispiel 4. 

Sei n = 5, 1 — 

= 4, 



z — x^ = 0, 

1 

II 

o 

— + (2/® — 

o' 

II 


(z — x^)%+ — x^)t = 0, 

Hier sind drei g vorbanden, welche alle von gleicber Stufe sind: 

y=(o^x, z==o^, x=x, t = t, u = u; *=0,1,2. 

Darstellung der gemeinsamen Losungen. WeierstraB hat aueh 
zugleich angegeben, wie die gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen 
(A) zur Darstellung gebracht werden konnen. Sein Eesultat er- 
gibt sich sofort aus dem Satze von § 16 und lautet, wie folgt. Da 
es sich um eine Eeihe verschiedener Stufen handelt, empfiehlt es 
sich, die n Variabelen mit . . ,,Wn zu bezeichnen. 

Die in der Nahe von (a) belegenen gemeinsamen Nullstellen der 
Gleichungen (A) lassen sich, hochstens mit Ausnahme der einen 
Stelle {z) = (a), durch eine endliche Anzahl von Formeln folgender 
Art ausdrilcken: 

+ W^, . . 10^ = 0, 

Zi = -f CinWn + 1, . . .,w, 

^11^22 • • • ^nn =H ^ • 

Dabei bedeutet H ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudopolynom, 
dessen Spitze im Anfange liegt, und ferner ist H' die Ableitung von 
H nach dem ersten Argument; endlich ist ein Pseudopolynom, 
dessen Spitze ehenfalls im Anjange liegt 
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Die genannte Ansnahme tritt nur ein, weim ein Gebilde 
H = 0 vorhanden ist, wofiir m = 1 ist und dessen Grad > 1 ist, 
z. B. 

H {w^, Wj) = 


Die Punkte ernes solcben Gebildes lassen sich zrvvar in der Form 
darstellen: 

Wi = 1 = 1 ,...,% 


wobei (pi{t) Bidh im Punkte t — 0 analytisch verhalt und wo 
auBerdem zwei verschiedene Werte von t niemals zur gleicben 
Stelle des Gebildes H — 0 fuhren; aber diese DarsteUung sub- 
sumiert sich nicht stets unter die sonstige Form. 

1st mogliche Wahl der so liefert jeder 

in der Nahe von (c') belegene Punkt (c) ebenfalls eine mdgliche 
Wahl. 


§ 18. Bin weiterer Satz betreffend implizite Eunktaonen. 

Im AnschluB an den zweiten WeierstraBschen Satz, § 17, kann 
man noch einen dritten Satz beweisen, welcher namenthch bei der 
Umkehrung einer Transformation in der Dmgebung einer singu- 
laren SteUe gute Dienste leistet.^) 

Theorem. Vorgelegt sei ein Gleichungssystem 

(1) Ff {Ui , . . . , Uj, ^ iCj , . . . , = 0 , i = 1 , . . . , JJ, 

wobei Fi sich im Anfang analytisch verhalt und dort verschwindei, 
Ferner mogen die Gleichungen 

(2) Fi{u ^, . . 0, . . 0) = 0, 

1) Dieser Satz hat vielleicht schon Poincar6 Yorgeschwebt ; vgl. seine 
These, Paris 1879, Lemma IV, S. 14. Was er mit den Worten: „. . . si les Equa- 
tions = ^2 = • • • = = 0 restent distinctes quand on anniile tous les 

£C . . .“ meinte, kann man nur raten. Der Satz des Textes gibt eine mogliche 
Auslegung derselben. 

Nach einem zweiten, ebenfalls mit ungeniigenden H}q)othesen ausge- 
sprochenen Satze von PoincarE lassen sich die Gleichungen (1) durch ein 
neues System von gleichem Typus ersetzen, wobei die linken Seiten auBerdem 
in den Variabelen Polynome sind; PoincarE, .liATuagwe celeste, Bd.l, 

S.72; Osgood, Madison Colloquium, S. 196. Unter den Voraiissetzungen des 
vorstehenden Satzes erkennt man auf Grmid der Entwdcklimgen des Textes, 
daB es allerdings ein solches Gleichungssystem gibt, w^elches durch alle L6- 
sungen von (1) befriedigt wird, dasselbe kann aber denkbarerweise noch aiidere 
Losungen zulassen. Vgl. auch Clements, Trayisactions Arner. iMath. Soc., Bd. 
14 (1913), S. 325. 
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keine andere in der Naiie des Anfangs gelegene Losung als nur 
Mj,) = (0, . 0) zulassen. Dann liegen die gemeinsamen 

Losungen der Gleichungen (1) auf emem oder mehreren Geiilden g 
je von der q-ten Stufe. 

Sieht man insofern von einer spezialisierten Lage des Koordi- 
natensysiems db, da^ man eine belieUge lineare Transformation 

(3) = CiiUi — • + Cii,Up , {= 1, .. 

Cii . . . Cj,j, + 0, 

zvl&pt, so kann man jedes Gebilde g so darstellen, da^ Uj, Wurzel 
ei 7 ier irredvMblen anisgezeichneten fseudoalgebraischen Gleichung: 

(4) H{u„ Xi,..., X,) = uf + A,u'^-‘- + 1- = 0 , 

wvrd, wahrend eindeutig wnd stetig am Gebilde (4) 

sind und sich m den regularen Punkten von (4) analytisch ver- 
haUen. Midiin la^t % im aUgemeinen die Darstellung zu: 


( 5 ) 


w, 




H' = 


dB 

dup’ 




wohei Gi{u^, Xi, . , sich im Anfang, (0, 0, . . 0), analytisch 

verhdlt und in den gemeinsamen NuUstellen von H und H' ver- 
schwindet 

Diejenigen Losungen der Gleichungen (1), welche der Darstellung 

(5) entgehen, entsprechen den gemeinsamen NuUstellen von H und 
H' und ordnen sich mithin in ersichtlicher Weise in Klassen ein. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Methode, wonach 
der zweite WeierstraBsche Satz, § 17, bewiesen wurde. Vor allem 
ist klar, daB keine der Funktionen 


( 6 ) Fi(ui,...,Up;0,...,0) 

identisch verschwindet, da sonst die iibrigen nach dem soeben 
genannten Satze eine von (0) verschiedene Nullstelle in der Nahe 
des Anfangs haben wiirden. Darnach kann man die erste Glei- 
chung (1) durch ein ausgezeichnetes Pseudopolynom in u^: 

( 7 ) H(ui,Ui, . . .,Up; Xj, . . x^) = 0 , 

ersetzen, und es geniigt, vorauszusetzen, daB H irreduktibel sei. 
Betrachtet man jetzt die Funktion 


W= F^{Ui, Mo, . . Upl Xi, . . 
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am Gebilde (7), so bat man eben den in § 14 bebandelten Fall vor 
sich. Insbesondere wird die Punktion 

JjF^{u[^\ Mg. • • •> «33; a:«) = y>{uz, . . aj^) 

SO beschaffen sein, dafi 

(8) 0, ...,0) 

nicht identisch verschwindet, da sonst die gemeinsamen Nnllstellen 
der p Punktionen (2) sich nicht anf den Anfang, {u) = (0) , be- 
schranken wiirden. 

Darans ergibt sich, daB die NiiUstellen Ton 7p{u,x) nach 
eventueUer Aushbung einer geeigneten Transformation (3) die 
Wurzeln einer oder mehrerer ansgezeichneten irreduktiblen Psendo- 
polynome in U 2 sind, deren Spitzen alle im Anfange liegen. 

Wiederholt hat man nun den fniheren Schlufi, indem man die 
Punktion F 2 {u;j^,U 2 , • • an jedem dieser letzteren 

Gebilde betrachtet, so Hegt die Sache jedesmal genau so, wie im 
soeben ausfuhrlich besprochenen Falle, und damit gelangt man 
schlieBhch zur Gleichung (4) und zu den p — 1 weiteren darauf 
eindeutigen Punktionen Hiermit ist denn der Be- 

weis geliefert. 


§ 19. Tiber die Umkelirung eines Funktionensystems. 
Wird eine Punkttransformation durch die Gleichungen 


(1) 


=/<K. • • 


definiert, wobei sich im Punkte (b^, . . b„) analytiseh verhalt 
und dort den Wert annimmt, und wo auBerdem die Jacobische 
Determinante ' 


C 0 'Ui/fi 

J= 

kn . . . Sfn 

\ dUi CUn 


ml: 


dort nicht verschwindet, so lassen sich die Gleichungen (1) nach 
den u auflosen: 

(2) Ui = (pi{X:^, . . x„), , = i,. 

wobei (pi sich im Punkte (ai,...,a„) analytiseh verhalt und dort 
den Wert b^ annimmt; vgl. Kap. 1, § 7. 
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Im librigen hat auch die Jacobische Determinante 

T, __ d((Piy ‘,(Pn) 

im Ponkte einen von Null verschiedenen Wert, und 

zwar ist allgem ein^) 

(3) 

Im gegenwartigen Paragraphen wollen wir zwei Palle behan- 
deln, wobei J im Punkte (fej, . . &n) verschwindet; vgL den 2. 
und den 8. Satz. Wegen des identischen Verschwindens der Ja- 
cobischen Determinante vergleiche man § 23. Vorab moge aber 
noch folgendes bemerkt warden. 

1. Satz. 2 ) im Punkte (bi,...,6„) 

analytisch, und sei 

fiih, • . K) = %• 

Verschwindet dann die Jacobische Determinante 

J — • f fn) 

d(u^,...,Un) 

im Punhte (6i , . . . , , so kann das Gleichungssystem 

niemals eine eindeutige TJmkeJirung zulassen, 

U^ = (pi {X-^ , . . , , , « = 1 , . . . , 72 , 

wobei (pi (a?! , . . . , x^) sich im Punkte (a^ , . . . , a^) analytisch verhdlt 
und dort den Wert hi annimmt. 

Ware der Satz ‘falsch und bezeichnet man mit J' die Jacobi- 
sche Determinante der cpi fiir einen Pall, in welchem die ge- 
nannte eindeutige Umkehrung dock statt hat, so bestande hier die 
Relation (3): 

JJ' = 1. 

Da aber im Punkte (u) = (b) nach Voraussetzung J = 0 ist, wah- 
rend andererseits J' sich im Punkte (x) = (a) analytisch verhalt, 
so ist man hiermit zu einem Widerspruch gefiihrt worden. 


1) Jacobi, Journ. fur Math., 22 (1841) S. 319. 

2) Clements, Bull. Amer. Math. Soc., 18 (1912), S. 452. 
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Der analoge Satz betreffend reeUe stetige Fiinktionen reeller 
Variabelen hat nicht statt, wie das Beispiel zeigt : 

a: = #, y = t). 

Wir wenden uns jetzt zu. einem zweiten Satze, dessen Beweis 
sich sofort aus dem Theorem von § 18 ergibt. 

2. Satz. Sei *=i, m% PunJde (b^, . . 

analytisch und sei 

Ld§t dann das Gleichungssystem 

(A) — fi {ui , . . . , , /s= 1, . . 

wenn == gesetzt wird: 

~ fi ('^1 > • • • j ^n) > 1 = 1,.,.,#, 

nur die eine simultane Losung 

— bf ^ 1=1,...,#, 


zu, so ld/3t sich die Umkehrung des Systems (A) nach eventueller 
Ausubung einer linearen Tramformation der me folgt, 

darstellen. 

Die eine Koordinate geniigt einer irredukiiblen pseudo- 
algehraischen Gleichung mit der Spitze im Punkte (a^ , . . . , : 


(B) H {Un ?%?•••> ^n) — ^ + * * * + = 0 . 

Die uhrigen Koordinaten u^, . , u^^i sind eindeutig und stetig 
am Gebilde (B), und verlialten sich analytisch in den regiildren 
Punkten desselhen. Sie lassen sich mithin an den geioohnlichen 
Stellen {sowie moglicherweise noch an gewissen sonstigen regular en 
Stellen) in der Form darstellen: 


Ui 


^ i i^n i ‘ ? ^n) 


H' 


cR 

cu' 


wobei Gi ein Pseudopolynom 7nit gleicher Spitze ist und in solchen 
Punkten von (B) verscJiwindet, in denen zugleich aucJi H' ~ 0 ist, 

Der Satz wiirde sich dem Satze von § 18 direkt subsurnieren, 
indem man 

^ i J • • • J j ? • • • ? ^q) fi > • * * J ^n) ^ i 


setzt, wenn die eine Behauptung nur nicht ware, daB es bloB ein 


140 1,2- Implizite Funktionen. Teflbarkeit 

einziges Gebilde (B) gibt. Um diesen Pnnkt zu erledigen, nehmen 
wir an, es gabe noch ein zweites irreduktibles Gebilde, wie jener 
Satz es verlangt: 

(4) ul + ^ h ofr = 0 . 

Sei (x) = (a') ein Punkt, worin die Diskriminanten von (B) und 
(4) nicht verscb-winden, tmd woftir anch die Eesnltante von (B) 
und (4) von 0 verseMeden ist. Sei ein Wertesystem 

welches dem Punkt (a') vernaoge (B) entspricht, und 
ebenso ein durch (4) definiertes Wertesystem. Dann 

gestatten die Gleiehungen (A) eine ein-eindeutige analytische 
Losung sowohl in der Nahe des ersten als auch in der Nahe des 
zweiten dieser Punkte. 

Nach dem 1. Satze verschwindet J in keinem dieser Punkte. 
learner kann man die Punkte durch eine Kurve verbinden, 
welche keinen Punkt mit dem Gebilde J == 0 gemein hat. Dieser 
Kurve entspricht aber auf dem Gebilde (B) in ein-eindeutiger Weise 
eine Kurve, welche vom Punkte (x) — {a') in einem bestimmten 
Blatte ausgeht und nach dem Punkte {x) = (a') in demselben 
bzw. in einem anderen Blatte wieder zuriickkehrt, ohne dabei 
andere als nur regulare Punkte des Gebildes zu treffen. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefiihrt. Derm 
der Wert ist eine Wurzel von (4), und im Punkte (x) = (a') 
sind ja die Wurzeln von (4) verschieden von den Wurzeln von (B). 
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

3. Satz. Sei fi{Ui , . . ., u^), im Punkte (&i, . . .,bn) 

analytisch, und sei 

fiihy -^K) =ai- 
Durch das Gleichungssystem 

(A) > • • • J J i = 1, . . . , w, 

wird eine hestimmte Umgehung T der Stelle (u) — (b) auf einen 
{ein- Oder mehrbldttrigen) Bereich S des {x)-Baumes abgebildet. 
Sei {x^^^) eine in S enihaltene Punktmenge mit der einzigen 
Hdufungsstelle (a), und sei ihre Bildmenge in T, Damit 

letztere Menge stets die einzige Hdufungsstelle (u) = (&) habe, ist 
notwendig und hinreichend, dap das Gleichungssystem 

(4) fi {Ui , . . . , u^) = a^f / = 1 , . . . , n, 

nur die eine in T gelegene Losung (u) = (b) zulasse. 
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DaB die Bedingnng aiisreicht, ergibt sich sofort aus dem 
zweiten Satze. 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Wiirden namlicii 
die Gleichungen (4) in jeder Umgebnng der Stelle (u) = (b) eine 
von (h) verschiedene Losung zulassen, so mlifite es nach dem 
WeierstraBschen Satze, § 17, ein ganzes Gebilde g von Stellen 
(u) geben, welches an (6) hinanreicht und Losungen von (4) 
liefert. Sei (c) 4= (b) eine Stelle von g, welche in T liegt, und 
sei eine in T gelegene Pnnktmenge, welche (c) zur einzigen 
Haufungsstelle hat und mit keinem Gebilde g einen gemein- 
samen Pimkt aufweist. Dann hanfen sich die Bildpunkte 
an der Stelle (x) = (a) , was nun gegen die Voraussetzung 
verstoBt. 

Wegen einer Eeihe von Satzen beziiglich der Aufldsung des 
Gleichungssystems (1), § 18, bzw. der Umkehrung des vorstehen- 
den Gleichungssystems (1) im Palle die Jacobisehe Determinante 
verschwindet, ohne identisch zu versehwinden, vergleiche man 
Arbeiten von Bliss, Clements, Dederick, MacMillan und 
Urner.^) 

§ 20. Fortsetzung. Eine gewoknliche Nullstelle der Jacobischen 

Determinante. 

Sei 

(1) Xi .=1, 

wo fi sich im Punkte {u) = (b) analytisch verhalt xmd dort den 
Wert annimmt, und wo auBerdem die Jacobisehe Determinante 

a «n) 

dort verschwindet, ohne jedoch identisch zu versehwinden. Setzt 
man 

J = . . . J , 

wo . . .fUn) im Punkte (b) irreduktibel ist, so soli die durch 

(1) definierte Abbildung in der Nahe einer gewohnlichen Xull- 
stelle (u^) eines J^, in welcher kein anderes Ji verschwindet, des 
naheren untersucht werden. 

Unter einer gewohnlichen Nullstelle von ^ —Jj. verstehen wlr 
eine solche, in welcher mindestens eine der Ableitungen erster 


1) Die genauen Zitate finden sich im Madison Colloquium^ S. 196 — 198. 
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Ordnxmg nicbt verschwindet. Wir iiben jetzt die Transformation 
aus; 

• • - 5 w«)) 


( 2 ) 




^~ 2 , . . t; 


wobei die nur so gewahlt werden, daB 

.+ 0- 




K) 


Wegen der bekannten Eelationen 

d (a? ! , « . . , ^ n) ^ , . . . » ^n ) ^ f • • • f 

-X) “ a(%, . . . . .,<) ’ 

bat die Jaoobiscbe Determinante J' der transformierten Punk- 
tionen 

( 3 ) . = 

T/ ^ f • ‘ ^n) 

den Wert 

J' = u[^D{u[, . . uj, 

wo A = Afc gesetzt ist und lO sich im Anfange analytisch verhalt 
und dort nicbt verscbwindet, 

lO (0 , . . . , 0) =1= 0 . 

Wir fragen jetzt nacb dem Abbild im (aj)-Eaume von der 
(2n — 2)-facb ausgedehnten Mannigfaltigkeit 

(4) J'-O, d. h. u[=0. 

Dasselbe wird durch das Gleichungssystem dargestellt: 

(^) =Fi{0,U;, . . e = l,...,n. 

Hier sind offenbar zwei Palle zu unterscheiden, welche sich auf 
den Eang der Matrix 


( 6 ) 


beziehen, wenn darin u[ = 0 gesetzt wird. 


1 cFi 

cF, 

1 du'^ 

L ' 

SK 



li 

3< 
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Fall I. Es gibt mindestens eine {n — l)-reiMge Determiiiante 
aus der Matrix, welche nicht identiseh verschwindet, weim u[ = 0 
gesetzt wird. 

Pall II. Jede {n — l)-reihige Detemmante aus der Matrix 
verschwindet identiseh, wenn u[ == 0 gesetzt wird.^) 

Wir wenden uns zuerst der Behandlung you Pall I zu. Hier 
ist es immer noch denkbar, da6 samtliche (fi — l)-reihige Deter- 
minant en aus der Matrix im Anfange (tiT) = (0) Terschwinden. Bei 
nicht-spezialisierter Wahl von (u^) trifft dies indessen nicht zu, 
wie wir nachtraglich noch beweisen werden. 

Setzen wir also voraus, daB etwa 

im Anfange nicht verschwinde, da jeder andere Pall durch Ver- 
tauschung der , . . . , auf diesen zuriickgefuhrt werden 

kann. Alsdann lassen sich die letzten n—1 Gleiehungen (5) nach 
den U 2 , — ,u'^ eindeutig und analytisch auflosen. Tragt man 
diese Werte in der ersten Gleichung (5) ein, und setzt man dabei 

Pj (0 , 'Wrg , . . . , = H (a?2 J • • • 5 9 

so wird das Gebilde (5) in der Form dargesteUt: 

(7) a?! 

wo H sich im Punkte (a:^, • * ., analytisch verhalt und dort 
den Wert annimmt. 

Wir fiihren jetzt eine nicht-singulare Transformation unter 
den Xi aus, indem wir 

= Xi H {x^ }••• 9 Xj ^ , 

i = 2, 

setzen. Die Jacobische Determinante dieser Transformation hat 
den Wert 1, 

d{Xi , . . . , Xj^ 

1) Ftir Fall I ist das Beispiel 

X = u^, y = V 

bezeichnend. Zur Beleuchtung von Fall II diene das Beispiel 

X — uv, y := u. 
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Die {x') hangen von den («')> ab: 

x[ = Fi(ui, Uj , ■ . 'uQ Fi{0, u^, . . u„) 

( 9 ) —u[”'co{ul,...,u'^ 

x'^=F^{u[,...,K) — xl, i = 

wobei (w(Mj, . . .,<) sich im Anfange analytisch verhalt und 
nicht identisch verschwindet, sonst miiBte ja J' identisch ver 
sehwinden. im iibrigen soli co dort nicht durch u\ teilbar sein 
Wir -wollen zeigen, daJB 

o,(0,...,0) + 0. 

In der Tat ist 


du', du',’ 

dx'i dFi 

dul ” du\ ’ 






Hieraus ergibt sich, daJB 

Jtf • • • i r 




WO 91 = 91(^1,...,^^) sich im Anfange analytisch verhalt. Nun 
ist aber 

d{x\, ^ d(x[,. , .,x'„) d( xi, . . Xn) 

3(Ui a(®i, . . aK, . . u;)’ 

also: 

J" = J'. 

Mithin muB 

u'^^-^[mjco + u[W\ ^ 

Die rechte Seite dieser Identity ist genau Jl-mal durch u[ 
teilbar. Der durch die eckige Klammer ausgedruckte Paktor 
links ist nicht durch u[ teilbar. Darum muB 

m~l = 1, mjo) + ^ Q 

sein. Da i3(0, . . ., 0) =t= 0 ist, so ergibt sich, daB 

ft> (0 , . . . , 0) 4= 0 

ist, was zu beweisen war. 
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Es bleibt nur noch iibrig, die niobt-singalSre Transformation 


( 10 ) 


u^fca. 






auszuiiben. Hiermit erhalten wir nimmehr die endgiiltige Trans- 
formation: 


(11) 

•wo 




i -—'2 j 


. . .,u'J =Fi{u[,u^, . . .,uj, 

nnd % sich im Anfange analytisch verhalt. 

Durch Einfiihrimg einer weiteren Transformation laBt sich 
das Brgebnis am deutlichsten erkennen. Sei 


( 12 ) 

Dann ist 


ii — u^j == • • • > j 




aw, 


( 0 ) 


nnd die Transformation erweist sich somit als nicht-singnlar. 
Jetzt nimmt (11) die Form an: 

(13) ^1=^7’ 

Fassen wir das Eesultat in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen^): 

1. Satz. Im Falle 1 ld§t sich die vorgelegte Traiisforniaiion 
T, d, h. die in der Ndhe der Stelle (u^) hetrachtete Transformation 
(1), ivie folgt, in Faktoren zerlegen. 

a) Sei Tj das Produkt der drei nicht-singuldren Transfornia- 
tionen (2), (10) und (12), 


T,: 


— Cr^(Uj, • • •, ^n) ! 


= 1 , . . . , TT, 


d(.G„...,G„) 

d(Ui, . . .,U„) iu^ 


+ 0 1 


b) Sei Tg die singuldre Transformation (13); 


1) Doch vorlaufig noch unter der am Eingange des Beweises vermerkten 
Einschrankung . 

0 8 g 0 o d , i’anktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 10 
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Die Zusammensetzm^ der Transformation (1) im Dalle II 
ist neuerdings von Koopman^) des naKeren untersuclit worden, 
der zu folgendem Eesultate gefiilirt ist. 

5. Satz. Im FaUe II sick die Transformation (1) in der 
Um^ehnn^ einer nicht~sp6zialisierten Stelle der Jacohiscken Flacke 
J = 0 durch Ausubung eimer geeigneten nickt- singular en Trans- 
formation unter den a;„ einerseits, sowie einer ahnlichen 

Transformation under den Ui,...,u„ andererseits auf die Normal- 
form bringen, wo die io,-j im Punlcte (0) analytisck sind: 

< Xi K + l» * • 

r=o 

i = — r; j =n--r + 1, . . ,,n; 

0 ^ r 0 ^ ^ ^ A 3 ^ Ag. 

Durch die erste und die r letzten dieser Gleichungen erhalt 
man zunachst 

= — r + l“ ^n — T + lf • * ~ 

Tragt man diese Werte in der letzten der libergebliebenen n~r — l 
Gleichungen ein, so entsteht hierdurch eine lineare Gleichung zur 
Bestimmung von u^-r- der zweitletzten Gleichung wird dann 
ahnlicher Weise berechnet; usw. 

Wahrend im Fall I die (2^^ — 2)-fach ausgedehnte Mannigfal- 
tigkeit 3=0 auf eine derselben Dimensionalitat im (ir)“Eaume 
abgebildet wird, tritt dies im Falle II nie ein; vgl. § 23. 

Die Determinant© A tritt wohl zum ersten Male bei Dede- 
rick^) auf. Im wesentlichen behandelte er Fall I, wenn J im 
Punkte (fe) irreduktibel ist. Clements^) kniipfte an das Dederick- 
sche Eesultat an und behandelte im wesentlichen Fall II, wenn 
J = 3^ ist. Doch hatten beide Mathematiker den Begriff der Zer- 
legung von J in Faktoren nicht, und die Beziehung der von ihnen 
behandelten Falle zum allgemeinen Falle J(b)=0, J(u)^0y 
wurde nicht aufgedeckt. 


1) Bull. Amer. Math. Soc. (2) 34 (1928) p. 565. 

2) Trans. Amer. Math. Soc. 14 (1913) S. 143. 

3) Bull. Amer. Math. Soc. 18 (1912) S. 454. 
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Aus den Untersucliungen dieses Paragraphen geht an eh der 
folgende Satz von Clements^) hervor. 

6 . Satz. Die Gleichungen ( 1 ) konnen niemah eine ehi-eindeu- 
tige Bedehung zwiscJien den Punkten der Unigehimg der Sielle 
(u) = (b) und denjenigen der Umgebung der Stelle (x) = (a) definie- 
ren, wenn b^) verschwindet. 

§ 21. Tiber die ParameterdarsteHung im Kleinen. 

Wird eine implizite Pimktion eines Arguments durch die 
Gleichnng 

G{x, y) = 0 

definiert, wobei G im Anfange irrednktibel ist, so laBt sieli be- 
kanntlich das entsprechende Gebilde in der Nahe des Anfan^ 
durch ein Gleichnngspaar 

y = <pit) 

parametrisch darstellen, wobei / nnd 9 ? beide im Punkte t = 0 
analjtisch sind nnd dort verschwinden. Des weiteren entspricht 
nicht nur jedem Werte von t ein Punkt (x, y) des Gebildes, son- 
dern auch umgekehrt fiihrt jeder Punkt des Gebildes zn einem 
einzigen Werte von t, — beidemal vorausgesetzt, daB man sich auf 
eine geeignete Nachbarschaft des Anfangs beschrankt.^) 

Der entsprechende Satz wtirde im aUgemeinen Dalle, wie folgt, 
lanten. Vorgelegt sei das Gleichungssystem 

(1 ) Gj- = 0 , # = 1 , . . . , 

wobei Gi{zi,,,.,z^ eine im Anfange irreduktible Punktion ist. 
In jeder Umgebung des Anfangs moge es noch einen zweiten 
Punkt geben, welch er eine simultane Losung des Systems (1) lie- 
fert. Nach dem zweiten WeierstraBschen Satze, § 17, wird dann 
ein oder mehrere durch den Anfang gehende Gebilde g defmiert. 
Und nun mliBten die Koordinaten der in der Xahe des Anfangs 


1) a. a. 0., S. 453. 

2) Damit soil nicht gesagt sein, daB es nicht noch einen andereii Zweig 
des durch die Gleichung (1) definierten monogenen analytischen Gebildes gibt, 
der durch die Umgebung des Anfangs hindurchgeht. Es kann deren sogar 
unendlich viele geben, wie z. B. bei der Funktion y == x arc sin x im Punkte 
a: = 0. Wir haben es aber hier nur mit dem einen zu tun, dessen Punkte der 
Gleichimg G — 0 entsprechen. 
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gelegenen Punkte eines jeden dieser Gebilde parametrisch darstell- 
bar sein, indem man 

setzt, wobei sioh im Anfang analytisch verhalt xind 

dort yerschwindet, und zwar geschieht dies so, daB zwischen den 
betreffenden Punkten des Gebildes g, bei gehoriger 

Zahlung ihrer Multiplizitat , und den Punkten der 

Umgebung des Anfangs eine ein-eindeutige Beziehung stattfindet. 

Dieser Satz ist stets wahr‘, sofem m = 1 ist. In den hoheren 
Fallen, m > 1, braucht er jedoch nicht zu gelten, und zwar schon 
aus dem Grunde, weil der Eaum der {t)z 

offenbar ein linear einfach zusammenhangender ist, wahrend der 
Eaum der den Gleichungen (1) geniigenden, an die Eolation 

I < 9 , i=i, 

geknupften Punkte selbst dann mehrfach zusammenbangen kann, 
wenn man sich auf eine noch so kleine Nacbbarschaft des Anfangs 
beschrankt, wie das nachstehende Beispiel zeigt. 

Beispiel. Sei 

(2) G{x,y,u) =yu^ — 4:o:^ + g 2 xy^ + g^y^ = 0, 

9l - + 0. 

Die endlichen Punkte dieses Gebildes lassen sich, wie folgt, 
parametrisch darstellen. Ist zunachst ^ =t= 0 , so setze man 

(3) x=(}<p{t), y = Q, y' = Qp'{r), 

wobei D nur den Wert 0 meiden soil, wahrend r in einem geeig- 
neten Periodenparallelogramm T exklusive des Anfangs liegt. 

Hieraus kann man noch eine Darstellung gewinnen, w^obei 
die x\usnahmestellung der Punkte y = 0 in Wegfall kommt, indem 
man o durch a vermoge der Transformation 

(I) Q = ax^ 

ersetzt. So kommt: 

X = ox\x^p{x)], 
y = oTT^, 
u = a[T^p'{r)]. 


( 5 ) 
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Die in Klam m ern stehenden Fimktionen weisen im Punkte r = 0 
eine hebbare Singularitat auf, welche noch dtirch die gehorige Er- 
ganznng der Definitionen dieser Punktionen in jenem Punkte ge- 
hoben werde. 

Beschrankt man nun den Punkt (or, t) auf den Bereieh (S, T), 
wobei S die ganze endliche o*-Ebene bedeutet, so liefem die For- 
meln (5) lauter endKche Punkte des Gebildes (2). 

Umgekehrt gewinnt man so jeden solchen Punkt 
und zwar jeden nur einmal, mit der einzigen Ausnahme des An- 
fangs {x,y,u) =(0,0,0), welchem ja die ganze Mannigfaltig- 
keit (0,t) zugeordnet wird, wobei r beliebig in T liegt. Mit ande- 
ren Worten berrscht eine ein-eindeutige Beziehung zwisehen den 
endlichen Punkten von (2) und den Punkten des Zylinderbereiches 
(S, T), bis auf die genamite Ausnabme (ein- eindeutige Bezie- 
bung mit einem Fundamentalpunkt xmd -lime). 

Wir konnen aber nun weitergeben und bebaupten: 1st 
(iCo, 2 /o> %) 4= (0, 0, 0) eine beliebige endlicbe Stelle von (2), so 
lassen sicb stets zwei der drei Koordinaten x^y^u so wablen, 
daB, in der Nabe dieser Stelle, umgekebrt a, t analytiscb von 
diesen beiden Variabelen abbangen. 1st nambch ^o+Oj so zieben 
wir die Gleicbungen (3) beran: 

Q = y, = bzw. ^y(T) = ^- 

Die erste der beiden letzten Gleicbungen laBt sich nacb r auflosen, 
sofern nicbt gerade 

Uq=0, also p'(to)=0, 

ist. Sollte indessen dieser Fall eintreten, so ziebt man die letzte 
der beiden genannten Gleicbungen zu Bate. Dann ist sieberlich 
9 " (to) + 0 , denn 

p"{r) = 6p(t)2— 

und dieser Ausdruck kann wegen der Belation 

gl-^gl+0 

nicbt zugleich mit 

P' {ry {rf — (r) — 

verscbwinden. Endlicb wird a vermoge (4) bestimmt, da t bier 
nicbt verschwindet. 
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1st andererseits yo — 0, so ist aro = 0, Mq + O. Wegen der 
dritten Gleichung (5) mu6 Co + 0 sein, und wegen der zweiten jener 
Gleichungen muB somit t# = 0 genommen werden. Wir bilden 
jetzt die Gleiehung 

r[z‘p(r)] _ 

[t»|/(t)] u ' 

Diese laBt sieh nach r auflosen, und zwar so, daB r analytisch 
von (x, u) in der Nahe der Stelle (x^, %) abhangt, da namlich 
jede der eekigen Klammem im Punkte t = 0 einen von 0 ver- 
schiedenen Wert bat. Endlich erbalt roan cr aus der Gleicbung 

_ U 
^ - [T»ja'(T)] • 

Was die Eandpnnkte (a,r) des Bereiches (S, T) anbetrifft, 
so maehen wir eine ahnliche Verabrediing wie im Bd. I, Kap. 10, 
§ 6. Ist etwa .(oojTo), o‘o4=0, ein solcher, woflir Tq = Jco + 

— 1 < < 1 ist, und ist (xq, der entsprecbende Punkt 

Yon (2), so liefert die voile Umgebung von die Umgebung 

der Stelle {xQ,yQ,u^ von (2). Dabei liegt ein Teil der zugeborigen 
Punkte (or,T) auBerhalb {S,T), Diesen entsprechen aber Punkte 
(cr'jT') dieses Bereiches, indem man 


t' = T — ft) , 



setzt. 

Bemerkt sei noch, daB aus der vorstehenden Parameterdar- 
stellung die Irreduktibilitat der Punktion G{x,y,u) im Anfange 
direkt zu erschlieBen ist. 

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel gewonnen, um das in Aussicht 
genommene Eesultat zu erhalten. Sei also 

B: \x\<g, \y\<g, |Ml<g, 0<gf, 

eine beliebig kleine Umgebung des Anfangs {x, y , u) = {0 ,0 ,Q) . 
Innerhalb B werde eine einfache regulare nicht durch den Anfang 
gehende geschlossene Kurve C auf der dem Gebilde (2) ent- 
sprechenden (vierdimensionalen) Eiemannschen Mannigfaltigkeit g’, 
wie folgt, gezogen: t moge eine Seite des Periodenparallelo- 
gramms durchlaufen, wabrend a zugleich einen kleinen Kreis 
I a I = e besehreibt. 
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Wir lassen mm diese Kurre C sieh stetig Sndem, olme jemals 
durch den Anfang zu gehen. loh beliaiipte: se&si dann, wenn C 
nicht auf die TJmgebung des Anfangs hescJirdnkt tvird^ sondern sicli 
frei im Endlichen bewegt, dock so, dap G nie durcli den Anfang geJit^ 
kann G niemah stetig atif einen PunM msammengezogen werien. 

In der Tat entspriclit der Kurve 0 nach dem Yorausgeschick- 
ten in em-eindentiger und stetiger Weise eine Kurve F des Berei- 
ehes {S,T), Andert sich C stetig, so andert sich anch F stetig; 
derm die vier-dimensionale Umgebung eines beliebigen Punktes 
von G wird ein-eindeutig und stetig auf eine entsprechende vier- 
dimensionale Nachbarscbaft des Bildpunktes von F bezogen, 
Daraus folgt aber noch, daB G sich in einem vier-dimensionalen 
Eohrchen einbetten laBt, dessen Punkte ein-eindeutig und stetig 
auf die Punkte eines zweiten die Kurve F umfassenden Bohrchens 
bezogen werden. 

Es gentigt schon, wenn wir solche Kurven 0 in Betracht zie- 
hen, welche zu Kurven F fiihren, denen regulare Kurven der 0 - 
und der r-Ebene entspreehen. Dann wird aber die Kurve der 
r-Ebene stets aus einer Breitenkurve der dem Periodenparallelo- 
gramm entsprechenden Eingflache durch stetige Verzerrungen her- 
vorgehen, imd daraus folgt dann, daB sie niemals stetig auf einen 
Punkt zusammenschrumpfen kann. 

Wenn also ein stetiges Zusammenziehen von G auf einen 
Punkt schon im GroBen nicht moglieh ist, geht das im Kleinen 
erst recht nicht an. 

Angesichts des voraufgehenden Beispiels wird klar, daB der 
Satz im Palle n> 2 doch nur in beschrankterer Formulierung gel- 
ten kann. Fiir den Fall n = 3 ist der Beweis von Black 
durchgefiihrt worden. Seine Eesultate lauten, wie folgt. 

Satz. Sei G{x, y,z) im Punkte {a,h,c) irreduJctibel und sei 

T: \x — a\<}i, \y~b\<h, | e — c | < /^ 

eine geeignete Umgebung des Punktes (a,&,c). Dann Icipt sich das 
Gebilde 

G{x, y,z) = 0 

im Bereiclie T durcli eine endliche Anzalil ‘parametrischer Formeln 


1) Proceedings Amei\ Acad. Arts and Sci. 37 (1901) S. 2S7. 
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folgender Art darstellen: 

y z = xp^{u,v), ^= 1 ,...,^, 

uo sich in mwm Berdche 

U: \u\<y, hl<r 

<$nalytisch verJiaUen. Jedem Punkte 2/o> ^o) + '^on T 

mtspricht mindestens ein Wert po> y^ofilr die Ghichungen 

®o = ®) . 2/0 = > ^0= 'PqS'^> '^) > 

eine Wurzel in E zuhxssen, und zwar lassen diese Gleichungen dann 
niemals eine zweite Wurzel in E zu. 

Bern Punkte (a, b,c) entspricht stets ein Punkt in E fur jeden 
Wert von q, Es kann vorkommen, da^ die Funktionen f^, cp^, 
so gewdhlt w&rden konnen, da^ sich nur ein Punkt ergibt, Im allge- 
meinen trifft dies indessen nicht zu, es gibt vielmehr filr jeden Wert 
von Q dm zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen in E, 
f liefern. 

^nen Satze kann man eine gewisse Binsicht 
p gewinnen, indem man den besonderen Fall 
betraehtet. So erkennt man denn, so- 
fem eine Verallgemeinerung des Satzes wirklich stattfindet^), daB 
dem Punkte a„) im allgemeinen nicht nur ein Punkt in 

jedem Bereich E entsprechen wird, sondern daB die Punkte einer 
(2n — 4)“fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit diesem zugeordnet 
werden. Des weiteren wird der Punkt (a) auch nicht mehr der ein- 
zigste in T sein, dem die Punkte solcher Mannigfaltigkeiten ent- 
sprechen, vielmehr wird es deren eine (2n~6)-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit in T geben. 

§ 22. Fortsetzung. Ein Beispiel. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gezeigt, daB ein 
durch eine Gleichiing 
(1) G{x,tj,z)=0 

definiertes Gebilde, wo G im Anfang irreduktibel ist, nicht stets 


1) WeierstraB gab an, daB eine Verallgemeinerung gelte, ohne jedoch 
naher zu prazisieren, worin dieselbe besteht; Werke 3, S. 103—104. Die 
Kobbsche Behandlung der Sache ist vollig ungentlgend; Journ. de math. (4) 
8 (1892) S.385. 
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§ 22. Portsetziing. Ein Bekpiel 
dureh eine Parameterdarstellnng 

(2) x=f{u,v), y=q>{u,v>)^ ^ = 

wo sich im Anfang aaialytisefa verhalten mid dort ver- 

schwinden, in der Nahe des Anfangs nmformisiert werden kann. 

Wir wollen jetzt das Umgekehrte dartun, indem wir dureh 
folgendes Beispiel feststellen, daB ein durch die Gleichungeii (2) 
definiertes Gebilde nicht notwendig einer Eolation von der Form 
(1) geniigt. 

In der Tat sei^) 

(A) X = u, y = uVy z — 

nnd sei*G(a;, y^ z) eine im Anfang anafytisehe Funktion, welche wir 
nun in eine Eeihe homogener Polynome entwickeln wollen: 

G(x, y, z) = Gq + + G 2 + • • • 

Setzen wir 

Gn + + {A^y^ + B^yz + d , 

und tragen wir hier die Werte von x,y,z aus (A) ein, so kommt: 

(3) u^[Ao+ (A, + Ei6^) v + (A2+ + ...}• 

Soil nun G{x,y,z) dureh die Punktionen (A) identisch zum 
Verschwinden gebracht werden, so muB die Entwicklung von G 
nach aufsteigenden Potenzen von u gliedw^eise verschwinden. Dem- 
nach muB die in (3) stehende geschweifte Klammer identisch ver- 
schwinden. 

Hieraus folgt aber zunachst, daB Aq und die aus den riinden 
Klammern bestehenden Koeffizienten der Potenzen von v einzeln 
verschwinden. Denn, sei v = ein beliebiger Wert von v. Dann 
verschwindet die geschweifte Klammer insbesondere fiir die 
Werte 

(4) v = i\ + '2k7ti, A- = u, 1 , n. 

Das gibt aber n + 1 lineare homogene Gleichungeii in Aq und den 


1) Osgood, Tra7isactions Amer, Math. Soc. 17 (1916) S, 2. 

2) Es konnte befremden, daB wir Werte von v beniitzen, welciie nicht in 
der Nahe des Anfangs Hegen. Da aber jede geschweifte Klammer eine 
ganze Punktion von v ist, welche identisch verschwindet, so ist dies offenbar 
erlaubt. 
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n runden Klammem, imd zwar besteht die Determinante der- 
selben aus dem Produkt der Differenzen der Zahlen (4). 

Daraus erkemit man endHch, daB aucb die einzelnen Koeffi- 
zienten verscliwinden mtissen. Denn ein Ausdruck von der Form 

A + Be^ + -] (m + 1 Glieder) 

gebt durch die Transformation 

in ein Poljnom iiber. 

Will man das Beispiel auf mehr als drei Variabele x, y,z aus- 
dehnen, so kann man das vorstehende Beispiel als solches betrach- 
ten, indem man die weiteren Koordinaten direkt gleich den beziig- 
lichen Parametern setzt. 

§ 28. Vom identiselien Verschwinden der Jaeobischen 
Determinante. 

1. Satz. Sei y^, . . y^) = fi{u, y), »-=i , im 

Punkte /9m) = /9) analytiseh, und sei 

fi(b,P)=ai, 

Verscliwindet dann die Jacohische Determinante 

J = ^ (flf ‘ fn) 

identisch in alien n + m Argumenten, so gibt es einen in einer he- 
liehig vorgeschriehenen Umgelung des Punktes {a^ . . a^; pi, • • ^m) 

= {a, P) helegenen Punkt {a[, , . a'^; /SJ = (a', ^') und 

eine im Punkt {a', /?') analytische, und zwar dort irreduktible Funk- 
tion Q{xi, , . x^; yi, > . y^ derart, daj^, wenn man in letztere 

(1) X^ {Uy^ y , Uj^ y y-^y ... y y y /. = 1 , . . 71, 

eintrdgty die Funktion Q dadurch identisch zum Verschwinden ge- 
hraclit icird. 

Inshesondere durfen die Variabelen sdmtlich fehlen. 

Der vorstehende Satz ist bloB ein besonderer Fall des folgen- 
den Satzes, dessen Beweis denn auch den Beweis jenes Satzes mit 
einbegreift. 
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2. Satz. Der verallgemeinerle Satz. 8ei ,«*; 

im PunUe (6^, . . = (b, 

analytisch, und sei 

fi(p 9 p) ^ ^ 1 1 • - f P* 

Verschwindet dann jede Det&rmmmite {q + l)-fef OtdnMng am der 
Matrix 


1; dh 

dfi ” 

; 

1 

II , 

j 

li 

. 


wo ^ ^ 0 und hleiner als die hlein&re heiden Zahlen n , p isty 
identisch, so gibt es einen in einer belieMg ^orgeschriebenen Umgebung 
des Punktes a^; = (a, geUgenen Punkt 

(a', /S') , wobei 

< = /,(&', /S'), 

ist, und ferner gibt es, bei 'passender Wahl der Indizes der Funktio- 
nen fi, p — q im Punkte {a[, . . a', /S^, . . /S^J analyiische 
Funktionen coj^: der art, da^ die Gleichungen 

(3) ~ o)-k{x-^ , . • yi, , , t/^) , i=§i+ 1 , • - p, 

durch die Substitution 

(4) ^ fi {'^1 5 . . . , Uji j , . . . , yrn) j i = 1 , . . . , p, 

identisch erfilllt werden: 

(5) /fc =co*(/i, . . A = 

ivobei nun die Argumente aus den VariabeJen Uj, . . w„; yj^ 

bestelien und in der Umgebung des Punktes {h', ^') gelegen sind. 

Insbesondere darf jede Stelle {u,y) als Punkt (h',P') genommen 
werden, an welclier eine Determinante g-ter Ordnung aus der Matrix 
(2) nicht verschwindet, 

Im Falle ^ = 0 ist der Satz evident, da bier keine Funk- 
tion fi von den (u) abhangt und coj, keine Argumente {x) 
enthalt, sondern nur von den (y) abhangt, also einfach == /p, 
k = l, ...,p, gesetzt werden soil. Sollten auch die (y) fehlen, 
so wiirden sich die Gleichungen (8) auf das System = Cj, re- 
duzieren, wo Cj^ eine Konst ante bedeutet. 
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Sei also p> 0. Unbesehadet der Allgemembeit konnen wir 
annehmen, daJ3 die Determinante 

T _ ^ ( /l» • • •>/?) 

8(ih) ■ • •>“?) 

nicht identiseh verscb-windet. Denn erstens gilt der Satz offenbar 
fiir Q, wenn er schon fiir g' < Q gilt; und zweitens ist es ja mir 
eine Frage der Bezeiehniiag, ob gerade diese oder eine andere De- 
terminante g-ter Ordnung nicht identiseh verschwindet. 

Sei nun (bl, . . ■ ■ ■, = (J>'> ^') Punkt der 

Umgebung von (6,jd), in welchem J nicht verschwindet, und wo- 
fiir auBerdem der Punkt (a', /S') in der genannten Nachbarschaft 
von (a,^ hegt. 

Alsdann lassen sich die ersten g der Gleichungen (4),. 
i = l,...,g, in der Nahe des Punktes (b', /5') nach 
analytisch auflosen: 


% = 




•y '^ny Vly 


• y Vm) y * — 


Tragt man diese Funktionen in den letzten 'p — Q der Glei- 
chungen (4) an Stelle von % ein, so kommt: 


— fhiSPl’ '• "9 Pq] '^Q + ly ' • • y '^ny Vly * • •y Vni) 
= OJhip^ly • • * > + • J '^n'y Vly * y Vm) * 


k = ^ + l, . 


Und nun behaupte ich: die Punktion coj. htogt nicht ^von 
z=^ + i,...,w, ah. 

In der Tat wird die Ableitung durch die Gleichungen 
bestimmt : 


dcok ^ dfjc du^ 
dui du^ dui 


dh ^ ^ /fc 

duo dui dui^ 


0 = j L ^ I Ik 

dui dui ' duo dui ‘ ~dui^ 

wobei k unter den Zahlen ^ + 1 j • • • ? ^2' beliebig gewahlt und dann 
festgehalten wird, wahrend j sukzessiv die Werte durch- 

lauft. Nach der Tlieorie der linearen Abhangigkeit^) laBt sich die 


1) Bocher, Algebra, Kap. 3. Insbesondere beruht unser Beweis bloB 
auf den allgemeinen Entwicldungen bei B6cher, Nrn. 13, 14, Will man noch 
den 1. Satz von Nr. 16 dort voraussetzen, so ergibt sich unser Resultat daraus 
oline weiteres. 
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rGctite Ssite der ersten dieser Gleiohimg^ii linear dcircli die rech- 
ten Seiten der iibrigen q Gleiehimgen aiisdriicken, nnd da nnn 
die’ ^ + 1 Glsichungen bekanntlich eino simnltane LSsnng zulasseiiy 
so muB eben 

|^* = o 

dui 

sein. 

Die beiden soeben bewiesenen Satze riihren von Jacobi^) 
her. Im Jahre 1841 war die Notwendigkeit von Existenzbeweisen 
den Mathematikem in weiteren Kreisen noch nicht zum BewuBt- 
sein gekommen^), nnd so kann denn Jacobi kein groBer Vorwurf 
darans gemacht werden, daB er nach dieser Seite bin keine hohe- 
ren Anfordernngen der Strenge erkannte als die groBe Mehrzahl 
seiner Zeitgenossen. Immerhin ist das von Jacobi zugrunde ge- 
legte Prinzip, daB durch eine Gleichnng niemals mehr als eine 
Variabele durch die iibrigen bestiinmt werden kann, nicht unan- 
fechtbar, wenn man wie Jacobi nichts liber die Natur der Glei- 
chungen festsetzt, da etwa die eine Gleichung 

I I + I ^2 I + • • ' + I 1 = 9 

Oder auch im Bereiche reeller Veranderlichen 


+ + + 

zugleich alle n Variabelen bestimmt. 

Auf Grund der Entwicklungen des gegenwartigen Kapitels — 
und dies ist hauptsachlich das Verdienst von Cauchy imd Weier- 
straB — sind diese Liicken nunmehr ausgefullt. 

Andererseits ist es Jacobi hoch anzurechnen, daB er die Prin- 
zipien der Transformation der unabhangigen Variabelen bei der 
partiellen Differentiation klar erkannt und mit Deutlichkeit aus- 
einandergesetzt hat.^) 


1) Jacobi, De Determinantibus fuiictionalibus, Joiirn. filr Math., 
Bd. 22 (1841), S. 319, deutsch herausgegeben von P. Stackel, Ostwaids 
Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 78. Der 2. Satz des Textes findet 
sich daselbst in Nr. 15. 

2) Einer der ersten solchen Beweise stammt aus Cauchys Turiner Ab- 
handlung vom Jahre 1831; vgl. Bd. I, S. 65 Anm. Auch stellte AVeierstrah 
im Jahre 1842 einen Existenzbeweis fur gewolinliche Differentialgleichungen 
her: Werke, Bd. 1 (1894), S. 82. 

3) Jacobi, a. a. 0. Nr. 2. Vgl. auch Kap. 1, § 5. 
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§ M- Fortsetzung. Tiber die Wahl des Pmiktes («', 

Es liegt die Erage nahe, ob der Punkt des vorauf- 

gelienden Paragrapben Tnn Palle des 1. Satzes nicbt einfacb mit 
{a,p) zusammenfallen darf. Darauf gibt folgender Satz Antwort. 

1. Satz. Im Falle n = 2 gilt der 1. Satz von § 23 ausnahms- 
los, wie man auch immer den Punkt (a',P') in der Nahe von {a,p) 
annimmt, vorausgesetzt n/wr, da^ keine der Funktionen 

fi (^1 f '^2f * * * ’ 

sich auf eine Konstante reduziert. 

Er gilt fem&r, wie man auch immer den Punkt (a') = 
in der Ndhe des PunUes (a) = (a^, ag) annimmt, vorausgesetzt, daji 
keine der Funktionen fi von Vm) ahhdngt; und er ist evident, 

loenn eine dieser Funktionen nur von (^i, . . ym) ahhdngt 

1st dagegen n> 2, so kann der Punkt (a', ^') im allgemeinen 
nicht willkiirlich gewdhlt werden. 

Indem wir die vorgelegten Gleicbungen (1) in ^der Form 
scbreiben, 

( 6 ) V , yi , . . . , y^) = 0 , f^in , v , y^, . • • , y^ = 0 , 

konnen wir diese, unter Beniitzung der Bedingnng betreffend 
fi{w,v, und nach eventueller Anwendung einer linearen 

Transformation auf u, v, vermoge des Vorbereitungssatzes durch 
folgende ersetzen, 

\F{v,u,x^,y^, . . .,2/J =v^ + Aj_v^-^-{ ]rAj,= 0, 

\0(v,u,X2,yi, . . .,ym) = v^ + BiV^'-^-] \-Bq=0, 

wo F, 0 irreduktible Pseudopolynome mit der Spitze im Punkte 
( 2 ^ 0 , Ui , Ua , iSi , . . . , /? J bedeuten. 

Damit die Gleicbungen (A) gleichzeitig besteben, ist notwen- 
dig und binreichend, dab ihre Eesultante B verscbwindet. Diese 
kann nicbt identiscb verscbwinden, da sonst die Funktionen (A) 
und somit aucb die Funktionen (5) einen gemeinsamen Teiler 
batten. Dies ist aber widersinnig, denn ein solcher Teiler kann X 2 
nicbt entbalten, da er die erste Funktion dividiert, und ebenso 
wenig kann er entbalten. Wiirde nun aber 

fii'o, u, Vi, ■ ..,ym) — Xi = D,{v,u, Xi, 2 / 1 , . . y^)W{v,u, y-^, . . y^) 


1) Osgood, Transactions Amer. Math. Soc. 17 (1916) S. 4. 
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sein, so braueht man nnr beide Seiten dieser HentitSt naeb anf- 
steigenden Potenzen von rci — zn entwickeln, nm dami die Ko- 
effizienten des linearen Gliedes miteinander zu vergleich£*ii. Da 

W{VQf f Pi f . . - , 

ja verschwindet, so ist der in Anssicfat genommene Widersprach 
hiermit geliefert. 

In gleicher Weise zeigt man, da6 B aiich nicht durch u—Uq 
teilbar sein kann, da B sonst in den nbngen Variabelen identisch 
verschwinden wtirde, wenn u = % gesetzt wird. 

Wir schreiben non B in der Form 

B(Uf Xi, X 2 } j/i5 . . t/^) = Qi(^Xif y) Q(Uj ajj, |/), 

wobei Q durch keine Funktion von (Xi,X 2 ,y) im Punkte (uQ,ai, 
a^, P) teilbar ist. Und jetzt behaupte ieh: Die Funktion Q ver- 
schwindet nicht im Punkte (uo.ai^a^^p). Der Einfachheit halber 
werde Uq =0, Vq = 0 gesetzt. 

In der Tat entwickle man Q nach aufsteigenden Potenzen 
von u: 

Q (u, Xi, X2, y) = Cq + GiU + €2^^ + — , 

wobei denn X 2 ,y) sich im Punkte {ai,a 2 ,P) analjtisch ver- 

halt. Vor allem ist klar, daB CQ{Xi,X2,y) nicht identisch ver- 
schwindet, da Q und somit auch B sonst durch u teilbar sein 
muBte. 

Des weiteren muB Oq ( uj , Ug , + 0 sein. Im anderen Falle 
sei C{Xi, X 2 , y) ein im Punkte {ai,a 2 ,P) irreduktibler Faktor von 
Cq{Xi, X 2 , y)^ Dann gibt es einen Koeffizienten X 2 , y) , 

welcher nicht durch C(Xi,X 2 ,?/) teilbar ist. DemgemaB gibt es 
auch in jeder Umgebung der Stelle {a^, S) einen Puiikt 
{a[ , , P') , in welchem 

Co (a; , a; , ^0 = 0 , C,. = (a; , ,P')+0, 

Hieraus erkennt man, daB 

Q{0, a[,a 2 ,P') = 0, Q{u, a',, p') ^ 0 

ist. Darum laBt sich der WeierstraBsche Yorbereitungssatz auf 
die Funktion Q anwenden, woraus denn folgt, daB es in der Um- 
gebung der Stelle {a[,a[y,P') einen Punkt {ci{,a[!,P") gibt, in des- 
sen Nachbarschaft die Gleichung 

- 0 , 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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und somit auch die Gieichung 

3^1 > ^23 Vl^ • • •> ^ 

eine analytische Losung: 

^ == (p{Xi^ yxi • • •f Vin) 

zulaBt. 

Tragt man diese Funktion an Stelle von u in F und ein, so 
gehen letztere Punktionen in zwei Pseudopolynome iiber, deren 
Spitzen im Punkte (a" a" ^3") liegen, und welche fernerhin einen 
gemeinsamen Teiler besitzen. Dieser weist aber eine Wurzel 

V =y){xi, X2,yi, • • -^Vm) 

auf, welche entweder schon im Punkte selbst oder 

doch wenigstens in einem benachbarten Punkte sich 

analytisch verhalt. 

Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch geftihrt worden. 
Denn diese beiden Punktionen 


u = cp, V = yj 

liefem ja eine analytische Umkehrung der Gleichungen (6) in 
einem Punkte, wo die Jacobische Determinante derselben ver- 
schwindet, und dies verstoBt eben gegen den 1. Satz von § 19. 

Die hiermit gewonnene Funktion fiihrt direkt zu der in 
Aussicht genommenen Funktion: 


Q[Xi, X2, 2/1 > • • 2/m) • 


In der Tat sei Q ein im Punkte irreduktibler Teiler von 

Sei {a[,a' 2 ,P') eine Wurzel von Q{xi, x^, y)- Dann gibt es 
eine gemeinsame Losung u =b', v = c' der Gleichungen (A) und 
somit auch der Gleichungen (6), wenn {y) = (fi') und x^ = a', ge- 
setzt wird. 

LaBt man nundenPunkt {v , u, y-^, . , von [c', V, •, 
ausgehend, beliebig wandern, und bestimmt man iTurCg durch (6), 
so muB R diirchweg verschwinden. Es ist jetzt nicht schwer zu 
zeigen, daB Q dabei stets verschwindet, sowie daB keinen an- 
deren irreduktiblen Teiler haben kann, welcher mit Q nicht Equi- 
valent ware. 

DaB die Bedingung: „vorausgesetzt nur, daB keine der Punk- 
tionen ^ 2 ? /Si 7 • • •> sich auf eine Konstante reduziert“ 
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Eicht bloB fiir den Beweis, sondem aach fiir das Besteben des 
Satzes -wesentlich war, zeigt folgendes Beispiel: 

fi{u,v,y) = yv, (&, jS) = (0, 0). 

Wiirde es hier eine ioa Anfange malytische, dort irreduktible 
Funktion Q{xi, X2, y) geben, welohe dnrcb Biasetzen der Fimk- 
tionen 

x^==yv, X 2 = y^e^, 

identisch znm Verschwinden gebraeht wiirde, so entwickele man 
Q nach homogenen Poljnomen in 

(^i> y) = ^0 + 

wobei (rjfc homogen in x^, x^y y worn Grade h ist bzw. identisch 
verschwindet. 

Vor allem ist klar, daB Gq = 0 ist. Pemer wird 
Gkix^y %, y) = y^Gt,{v, 1). 

Daher muB Gj^{v, 1 ) identisch verschwinden. Und nun er- 
kennt man, ahnlich wie bei der Behandlung des Beispiels von 
§ 22 , daB dies nur dann moglich ist, wenn jeder Koeffizient von 
Gjc verschwindet. 

Der Fall, daB keine der Fnnktionen fi, /g von (y) abhangt, 
erledigt sich nun von selbst. Wenn eine dieser Fnnktionen eine 
Konstante ist, so ist der Satz ja evident. Hangen dagegen beide 
schon von u, v ab, so bleibt der vorstehende Beweis noch in 
Kraft. 

Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen, berufen wir uns 
auf das in § 22 behandelte Beispiel 

(7) X = u, y = uv, z = uve^, 

Hier ist n = S, u^ — u, U2 = v; die Funktionen /,• hangen von 
U3 nicht ab. Nach dem Ergebnis jenes Paragraphen gibt es keine 
im Punkte {x, y , z) =( 0 , 0 , 0 ) analytische Funktion Q(x, y^z), 
welche durch die Funktionen ( 7 ) identisch zum Verschwinden ge- 
bracht wird. 

Bin zweites Beispiel ergibt sich dadurch, daB wir hier uw an 
Stelle von u treten lassen: 

= uw , X2 = uv Wj = uvwe^, 

11 * 
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Fiir den Pall, daB die Punktionen (^ = 1,2), nicht von 
Ji, ..., 2 /m) abhangen, hat Bliss^) den Satz bewiesen. 

2 . Satz. Sei 

X ^f{u,v), y = (p{u,v), 

wo f und cp sich beide im Anfange analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, und aufierdem keine dieser Funktionen identisch ver- 
schwindet. Verschudndet die Jacobische Determinante 

d(u,v) 

identisch f so ist jeder im Anfange irreduktible Faktor von f auch 
Faktor von cp und umgekehrt. 

Dem soeben bewiesenen Satze znfolge geniigen / und <p einer 
Identitat von der Porm: 

ii(j,(p)==0, 

wo Q{x,y) im Anfange irreduktibel ist. Der Weiterbildung des 
WeierstraBschen Vorbereitungssatzes zufolge, S. 88 , werden die 
Nullstellen des Gebildes Q[x,y)=(i durch eine ausgezeichnete 
irreduktible pseudoalgebraische Gleichung 

( 8 ) x^ + A^x^-^A'-' + A,^ =0 

gegeben, wobei nun jeder Koeffizient Ay. — A-[^{y) durch y teilbar 
ist. DemgemaB hat man 

/™ = — ^1(9’)/™“^ 

woraus derm hervorgeht, daB durch cp teilbar ist. Mithin ist / 
durch jeden irreduktiblen Faktor von 95 teilbar, und da / und 9 ? ja 
ihre Eollen vertauschen diirfen, so gilt auch das Umgekehrte. 

Das Gebilde ( 8 ) laBt sich bekanntlich in der Nahe des An- 
fangs, wie folgt, uniformisieren : 

x = t^g{t), y=t^h{t), 

wobei g und h sich im Punkte t = 0 analytisch verhalten und dort 
nicht verschwunden; und wo ferner jeder Stelle des Gebildes ( 8 ) 
nur ein einziger Wert von t entspricht. Daraus erhellt, daB t eine 
eindeutige Punktion von (u, v) in der Nahe des Anfangs ist, 
wxdche in jedem Punkte dieser Umgebung stetig ist und sich, 


1) Princeton Colloquium, 1909, erschienen 1913, § 12. 
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hoehstens mit Ausnahme des Anfongs, analytisch Yerhalt. Mit- 
hin ist 

t~6(u,v) 

in der ganzen Nachbarschaft analytiscb. Sei 

e = 

wo 6i{u,v)j,,. die irrednktiblen Faktoren von bedeiiten. 

Dann ist 

/(m, tj) = . . . ®, 

(p{u,v) = ... 6', 

wobei %{u,v), ©'(«,«) sich beide im Anfaaige analytisch verbal- 
ten und dort nieht verschwinden. Hiennit ist folgender Satz be- 
wiesen. 

Zusatz. Kommt ein im Anfang irreduldMer Fakkyr 6^{u,v) 
jjija-mal in f{u,v) vor, so Jcommt 6^{u,v) auch geiiau (jplq)pir 
mal in q>{u,v) vor, wobei p,q zwei Zahhn sind, wekhe fur 
alle Faktoren djc den gleichen Wert beibehalten. 

§ 25. Von der Matrix eines Gleiclinngssystems. 

Der zweite WeierstraBscbe Satz, § 17, gab keine nahere Be- 
dingung dafiir an, wie hoch der Maximalwert g jener Stnfen 
anzusteigen vermag. Im Palle linearer Gleichungen bestimmt 
sich dieser Wert bekanntlich^) allgemein aus dem Eange der 
Matrix, und es handelt sich jetzt um die Verallgemeinerung jener 
Satze. 

1. Satz. Vorgelegt sei ein System simultaner Gleichungen: 

(A) . . ,,z^) =0, . . ., Gi{z^, . . = 0, 

wobei Gk{zi, , . z^i) , = eine im Punkte (z) = (a) irreduktible 

Funktion bedeutet. Sei 3]J die Matrix aus den Ableitungen dieser 
Funktionen: 


cG^ . 

, cG, i! 

dzi 

C Zfi 

dGi ^ 

. . ^ 

dz^ 

dZn 


1) B ocher, Algebra, Kap. 3, 4. 
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Des iveiteren nidge jede Determinante {a + l)~ier Ordnung, tco- 
hei a Ideiner ah die Jcleinere der beiden Zahlen n, I ist, identiscli 
verscltwinden. 

Gibt s nun eim Detmmiante a-i&r Ordnung, J, welche in 
einem Punkte (a') eims Gebildes g Q-ter Stufe (§ 17) nicht verschwin- 
det, so ist 

Q a = n. 

Bei geeigneter Wahl der Bezeichnting kaim man J, wie folgt, 
annehman: 

+ t^n) 

Nach der zum Beweise des 2. Satzes von § 23 beniitzten Methode 
zeigt man dann, daB I — a Identitaten von der Form bestehen: 

(1) G^^^ = Q^(Gi, . • G^ , 2=1, a 

wobei die n Argnmente (z) der I Funktionen Gj^ einem beliebigen 
Punkte der Umgebung von (a') entsprechen, und •• •> 

sich im Punkte {x) = (0) analytisch verhMt und dort verschwindet. 

Wegen der Bedihgung J 0 im Punkte (a') lassen sich die 
ersten cr Gleichungen = 0, . . ., (?^ = 0 nach den Variabelen 
auflosen: 

- a + jLi ^ ^ ^n-^o) ) ,« = 1, . . o, 

wo ip sich im Punkte {a[, , , analytisch verhalt und dort 

den Wert annimmt. Den Eelationen (1) zufolge geniigt 

der so erhaltene Punkt (z) samtKchen I Gleichungen {A), und alle 
in der Nahe von (a') gelegenen Wurzeln von (A) werden auch so 
erhalten. 

Hiermit hat sich ergeben, daB die Gleichungen {A) ein Ge- 
bilde g (n — o')-ter Stufe in der Nahe des Punktes (a') definieren, 
und daher ist q = n — a, w. z. b. w. 

2. Satz. Ersetzt man im 1. Satze die letzte Bedingung, dap eine 
Determinante a -ter Ordnung in einer gemeinsamen Nullstelle {a') 
der I Gleichungen (A) nicht verschwinde, durch die andere, daP ndm- 
lich 

O' > n — Q 

sei, ivohei q die Stufe eines Gebildes g (§17) bedeutet, so muP jede 
Determinante a-ter Ordnung Idngs g identisch verschwinden, 

Im ubrigen kann der Fall a < n — g nicht eintreten. 
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Die Eichtigkeifc des ersten Tails Satzes erhellt sofort. 
Wiirde nimlich eine Determinante a- ter Ordntmg in einem Pnnkte 
von 9 nicht verschwinden^ so wiirde alien Bedingnngen des 
1. Safczes geniigt sein, nnd mithin wiirde ^ sein. 

Endlich ist der Fall or<n-— o deshalb immoglicli, da die 
Stufe, g, ernes durch die ersten <t Gleiehmigen Gj = 0, . . = 0 

bestimmten Gebildes nicht kleiner als n — a sein kann^ 

Q n — a, 

nnd da femer wegen (1) die Punkte dieses Gebildes auch den 
%veiteren Gleichungen = 0, a = geniigen. 

§ 26. Fortsetznng. Weitere Satze nber die Abhangigkeit in einena 
Gleiclmngssystein©. 

Kehren wir wieder zum Gleichtingssystem (A), § If, zuriick 
nnd betraehten wir ein Gebilde g g-ter Stnfe, an welcbem samt’ 
liche G^{Zi, , , ^ = i, vei^chwinden. Bei geeigneter Wahl 

der Indizes kann man erreichen, da6 g dnrch die ersten n — g 
Gleichungen bestimmt wird — durch weniger als n— g Gleichun- 
gen kann ja g in keinem Falle bestimmt warden. Dann iiegt es 
nahe, zu sagen, diese n — g Gleichungen seien unabhdngig vomin- 
ander in bezug auf g, wahrend die iibrigen I — n -f g Gleichungen 
eine Polge von diesen in bezug auf g sind. Diese Definition driickt 
eine Eigenschaft aus, welche gegeniiber einer beliebigen nicht-sin- 
gularen analytischen Transformation der (z) erhalten bleibt. Ubt 
man andererseits eine nicht -singulare lineare Transformation auf 
die I Gjs aus , so wdrd es wiederum n — g der transformierten 
geben, welche in bezug auf g voneinander unabhtogig sind, wah- 
rend die iibrigen in bezug auf g eine Folge dieser sind. 

Nun kann es aber vorkommen, daB der einem bestimmten 
Gebilde entspreciiende Wert von g verschieden ist von dem einem 
anderen Gebilde zugehorigen Werte g\ wie das folgende Beispiel 
zeigt : 

Gi = Z 1 Z 2 2'3 2'4 = 0, G 2 — Z 1 .Z 2 -r * 3 *^4 ~ t), 

Gg = Zi -^3 = 0 . 

Hier bestimmen die beiden ersten Gleichungen die Gebilde: 

0, 2-3 =0; g.,: =- 0, -4 -- 0; 

0, ^3 = 0; 94: 00 0, 04 0. 


( 2 ) 


01 •• 
33: 
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Die Punkte von gi sind samtKeh Wurzein der dritten Gleichung 
Gg = 0. Hier ist also 

Q == 2 , % — Q = 2 , 

und die drei Gleichungen (1) sind in bezug auf voneinander ab- 
hangig. 

Bagegen gehbren die Punkte des zweiten Gebildes, §2, nicht 
alle zum Orte ©3= 0 , vielmehr hat man jetzt als gemeinsames 
Gebilde das folgende: 

= 0 , % = 0 , % = 0 . 

Dieses Gebilde liegt jedoch anf gi und liefert also nichts Neues. 
Ebenso geht aus das Gebilde 

%=0, ^2 = 0, % = 0 

hervor, welches auch auf gi liegt. Wenn man aber die Punkte 
von 94 betrachtet, in denen ©3 verschwindet , so erhalt man ein 
Gebilde erster Stufe, 

95: ^2 = 0, ^4 = 0; 

^=1, n — ^ = 3 . 

In bezug auf 95 sind also die drei vorgelegten Gleichungen (1) 
voneinander unabhangig. 

Angesichts dieses Tatbestandes ist der Begriff der Unabhan- 
gigkeit eines Gleichungssystems offenbar komplizierter, als es der 
Fall sein wiirde, wenn das gemeinsame Gebilde stets nur aus 
einem Stiicke besttode. 

1 . Satz. Sei g ein Gebilde q-ter Stufe, an welchem die sdmt- 
lichen I Funktionen (A), § 25 , verscliwmden, und sei s = n — q. 1 st 
nun 

s < 1 , 

so verschwindet jede [s + Vj-reihige Determinante aus der Matrix 
§ 25 , in jedeni Punkte von g. 

Ware der Satz nicht riciitig, so sei etwa 

^n) 

m einem Punkte von g von null verschieden. Dann bestimmen 
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seilOE die ersten <7 + 1 Gleichimgen = 0 ein Gebilcle voe der 
Stufe ?i — ' (s + 1) = ^ — 1, was zu einem Widerspnicli fihrt. 

2. Satz. Sei g ein GeiiMe f-ler Siufe^ an tmlclmn die simit- 
lichen I FmiMimen (A), §25, pm'schmnden^ und mi «=» — g. 
Dmn kann jede s-reihige Determinarde am der Matrix 931, § 25, in 
jedem PunMe von g verschtcinden. 

Zum Beweise dieses Satzes diaae folgeEdes Beispiel. 

(3) Gi = 0*4 4- z| , Gt = 44 — 0 | . 

Dabei bestehe g ans dem Gebilde 

( 4 ) ^2 = 0 , %==§. 

Hier ist also n==3, g = l,s=2, and aUe 2-reiliigen Deter- 
mmanten aus 3J? verschwinden in jedem Pimkte von g. Damit 
ist der Beweis geliefert. 

Mit diesem Beispiele ist noch eine andere Frage erledigt. 

8. Satz. Wdhrend das GUichungssysiem des 1. Satzes von 
§ 19 niemals eine im Punkte (x) = (a) analyiwclie Umkehrung zu~ 
lassen kann, falls J ini Punkte (u) = (b) verschwindet, karm anderer^ 
seits das Gleichungssxjsiem (A) des ziceiten WeierstrajSschen Satzes, 
§ 17, I 2, wolil eine Auflosung gestatten: 

(5) Zi = . . ., 0 ^), * = 0+1, ....n, 

wohei (pjc sich im Punkte (a^ , . . . , aj analytiscli verhdit und dort 
den Wert aj, annimmt; wo fernerhin diese Auflosung des ganzen 
Funktionensystems bereits von den ersten n — o = s Gleicliungen des 
Systems Gj =0, . . .,65 =0 geliefert wird; und wo endlicli die Ja- 
cobisdie Determinante 

in jedem Punkte des Gehildes (5) verschwindei. Dabei konnen insbe- 
sondere samilicJie Funktionen Gj. irredukiibel sein, 

Im tibrigen gilt der entsprechende Satz im Falle I 1 riiclit. 
Ist namlich G{w,z) im Anfang irreduktibel, und ist 

(4) w=(p{z) 

eine im Anfang analytisclie, dort verscdiwindende Funktioii, 
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welclie, in G(w, z) eingetragen, diese Funktion identisch ziim Ver- 
schwinden bringt, so kann 

0„{w,z) 

niobt in jedem Punkte des Gebildes (4) versehwinden. 

In der Tat laBt sich G(w,z) nacb der Verallgemeinemng de^ 
Vorbereitungssatzes, § 2, zuniehst in der Form darstellen: 

G{w, z) = z'^r{w, z)Q{w,z ) , 

wobei r{w,z) ein im Anfange irrednktibles ansgezeichnetes Pseu- 
dopolynom ist resp. sich auf den Faktor 1 rednzdert, nnd D(w,z) 
sich im Anfange analytisch verhalt nnd dort nicht versehwindet. 
Da nnn G irrednktibei ist nnd dnrch die Fnnktion (4) znm Ver- 
schwinden gebracht wird, so muB F wirklich von w abhangen, nnd 
damm mnB notwendig k —0 sein. 

Hiemach mnB 

Gyj = + TQ^ 

sein. Whrden nnn G nnd beide langs (4) versehwinden, so 
mnB ten anch F nnd dort versehwinden, worans denn folgt, 
daB F zerfallt. Mithin mhBte G ebenfalls rednktibel sein, was zn 
einem Widersprnch fiihrt. 

§ 27. Tiber die Definition eines monogenen analytischen Gebildes 
w-ter Stnfe im Ranme von n ^ on + r Veranderlichen. 

Wir haben bereits in Kap. 1, § 24 den Begriff sowohl einer 
monogenen analytischen Fnnktion als anch eines monogenen ana- 
lytisehen Funktionensystems besprochen. Es handelt sich hier 
nm die Anfnahme gewisser Grenzpnnkte, ahnlich wie beim Uber- 
gang von der analytischen Fnnktion znm analytischen Gebilde 
im Falle n = 1 (I, 9, § 3). 

Wir wollen ein Element eines monogenen analytischen Ge- 
bildes on -ter Stnfe im Ranme der oi = m + r Vertoderlichen, wie 
folgt, definieren.^) Vorgelegt sei eine beliebige irrednktible ansge- 

1) WeierstraB, Werke III, S. 100. Sofern die nachstehende Transfor- 
mation (2) den Punkt (lo) = (0) in einen endhehen Punkt (-s) = (a) iiber- 
fiilirt, deckt sich der Begriff des Elements genau mit dem des Gebildes g 
vi-ter Stufe im Raume der n Veranderlichen, § 17. In diesem Paragraphen 
wird indessen noch der Fall zugelassen, daB (a) im Unendlichen hegt. Dabei 
spricht WeierstraB zwar nur vom Raume der Punktionentheorie , und die- 
ser Raum wird wohl auch fiir gewmlmlich vorzuziehen sein. Prinzipiell steht 
aber doch nichts im Wege, wenn man andere Raume in Betracht ziehen will. 
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zeichnete psendoalgebraisclie Gleicbmig 

(1) 4. 1 + 1 -f 1" = 0 , J?|= , 

ieren Spitze im Anfang liegt. Sei erne 

am Gebilde (1) eindeutige stetige 2 fflLal 3 rttehe Funktion. Setzt 
man nun 

( 2 ) = Wi ., # - 1 , «, 

und bescbrankt man dabei den Punkt 1 ^^) auf eine Um- 

gebung des Anfangs, in welcher sich jeder der Koeffizienten 
analjtisch verhalt und die Funktionen stetig bleiben, so 

bildet der Inbegriff der also erhaltenen Punkte (z) das in Aussicbt 
genommene Element. 

Liegt der Punkt (a) im unendlieh femen Bereicbe, so wird 
man in den Formeln (2) ™ an Stelle von — treten lassen, 

falls es sich um den Baum der Analysis handelt und == 00 ist. 
Bei den anderen Eaumen wird man die entsprechende Transfor- 
mation machen. 

Insbesondere kann r = 1 sein, wobei also die Funktionen 
alle fortfallen. Andererseits kann fi = l sein. Dana 
verhalt en sich alle Funktionen analytisch im An- 

fang. 

Nach WeierstraB wird das Element mit 

I Ui, . . 

bezeichnet. 

Hieriiber ist noch folgendes zu bemerken. Da jede der Funk- 
tionen + nach § 12 einer Gleichung von derselben Beschaffen- 
heit wie (1), doch moglicherweise von niederem Grade ///<//, 
geniigt, so erkennt man, daB die Punkte eines Elements einem 
Gleichungssysteme von der Form (A) im zweiteii AVeierstraBschen 
Satze, §17, geniigen. Sei iimgekehrt Gk{zi, . . , , k = im 

(endlichen oder imendlichen) Punkte (^) == (a) analytisch und ver- 
schwinde dort, ohne jedoch identisch zu verschwinden. tJbt 
man notigenfalls eine nicht-spezialisierte lineare Transformation 
auf die { 2 ) aus, so definieren die also transformierten simultanen 
Gleichungen 


sofern sie noch eine zweite in der Nahe von (a) gelegene gemein- 
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same Nullstelle (a') zulassen, ein oder mehrere Elemente monoge- 
ner analjtischer Gebilde, mdglicherweise verschiedener Stufe, im 
Eaume der n Veranderlichen. DemgemaB wollen -wir die Defini- 
tion eines Elements dahin erweitem, daB auch das urspriingliche 
Gleichungssystem ein Element defmieren soil. 

Sind zwei Elemente 

® [^1 ? • • • j 1 j • • • y ^ 9 , . . . , I , , . . , 6 

vorgelegt, welche so beschaffen sind, daB in einer gewissen Um- 
gebung eines Pnnktes (z) — (c) jede Stelle des einen Elements auch 
dem anderen angehort, so fallen diese Elemente in der Umgehung 
von (c) zusammen^), und das eine bildet dann eine Fortsetzung des 
anderen. 

Zwei beliebige Elemente 

I a„]„ und [z^, ...,z^\ a[^>, 

heiBen Fortsetzungen voneinander, wenn es moglich ist, eine Eeihe 
von Elementen , Zn 1 so 

einzuschalten, daB je zwei aufeinanderfolgende Elemente Fort- 
setzungen voneinander im vorhin erklarten Sinne sind. Dann ist 
jedes dieser Elemente eine Fortsetzung jedes anderen. 

Die Gesamtheit der Punkte (z), welche ein erstes Element und 
dessen verschiedene Fortsetzungen liefern, macht nun das mono- 
gene analytische Gebilde m-ter Stufe im Baume der Varidbelen 
{Zj, , , Zn) aus. Wie im Falle der monogenen analytischen Funk- 
tionen und Funktionensysteme, so kann man auch hier das ganze 
Gebilde vermoge einer abzahlbaren Menge von Elementen voll- 
standig darstellen. 

Satz. Sei 

( 3 ) = 0 , Aj = Aj-(vj^, . . v„i), 

eine irreduktible ausgezeichnete loseudoalgebraische Gleichung, deren 
S'pitze im Anfange = {0, . . 0) liegt, und sei 

A = i, .. eine am Gebilde (8) eindeutige stetige analytische 

Funktion. Setzt man nun 

(4) — 

und bescJir (inlet man dabei den Punkt a , . . . , v^) auf eine Umge- 
bung des Anfangs, in ivelclier jeder der Koeffizienten A^ sich analy- 


1) Nach WeierstraB koinzidieren sie; a. a. 0. S. 101. 
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tiich verhiilt und skti^ m MMet der Inbegriff 

ier aUo erJmltenm PunJde (z) ein Elmmd. 

Bezuglich unmdlwh fermr Pnnkle wird rmch eim almliche 
Festsetzung wie vorJtin getroffen. 

Dieser Pall ist insofern allgemeker ak die Definition, daB 
keine der Punktionen znm Gebilde (S) zn gehoren braucht. 

Wir bilden die Pnnktion 

(5) + i + - • • + 

wobei die c,- unbestimmte Konstanten bedeiiten. Dann ist v ein- 
deiifcig, stetig und analytisch am Gebiide (3). Wir wahlen nun 
die Ci so, daB als mehrdeutige Pnnktion von {#i, . . be- 

trachtet, moglichst vieldeutig wird. Sei der Grad dieser Viel- 
deutigkeit. Dann kann ji sowobl = ais auoh < v ausfallen. 

Nach dem 2. Satze von § 12 wird t? einer irreduktiblen ans- 
gezeichneten pseudoalgebraischen Gleiehung 

( 6 ) 0 “ + . 01 ®.“-! + ••• + = 0 , Ef = E,{vi,...,v^), 

mit der Spitze im Anfange, = (0, . . .,0), geniigen. 

An diesem Gebilde wird dann jede der Punktionen (4) eindeutig, 
stetig und analytisch sein. Unterwirft man die Vx, . . einer 
nicht-singularen linearen Transformation, wodurch Vi, . , resp. 
in sich iibergehen, dagegen die durch die Gleiehung (5) be- 
stimmte Variabele v als eine der weiteren Variabelen auftritt, so 
geniigen die neuen Variabelen der an die Spitze gestellten Defini- 
tion eines Elements. Hiermit ist nun der Beweis fertig. 

Es liegt der Gedanke nahe, eine VeraUgemeinerung des vor- 
stehenden Satzes darin zu suchen, daB man irgendwelche ?i Punk- 
tionen Zj,, nimmt, welche nur am Gebilde (3) eindeutig, 

stetig und im allgemeinen analytisch sind. Diese Verallgemeine- 
rung trifft aber selbst im Falle r = 1 nicht zu, wie aus den Ent- 
wicklungen des nachsten Paragraphen hervorgeht. 

§ 28. liber die Parameterdarstellung eines Elements. 

In der Umgebung einer gewohnlichen Stelle (a) laBt ein Ele- 
ment folgende Parameterdarstellung zu: 

(1) Z,: = i = 

wobei (p,, sich im Anfange analytisch verhalt und auGerdem einein 
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beliebigen Punkte {£) der Dmgebung von (a) nur ein einziger 
Punkt (t) der Umgebung des Anfangs entspricht. In der Tat kann 
man ja die beziehungsweise gleich m passend gewahlten % setzen, 
Es fragt sich nnn, wann umgekehrt die Gleichungen (1) ein 
Element darstellen. Vor allem ist klar, daB dies stets der Pall 
sein wird, wenn mindestens eine m-reihige Determinante aus der 
Matrix 


dvi 

d<pi 

dti 

■ ■ 


S<Pn 


■ ■ dt^ 


im Anfange nieht verschwindet. Verschwindet dagegen jade der- 
artige Determinante im Anfange, so sind ja zwei Palle moglicb: 
a) die Gleichungen 

(8) • • •, ^jn) “ A = 

lassen keine zweite simultane Ldsung in der Nahe des Anfangs 
zu; b) es gibt mindestens einen zweiten Punkt {t) in der Umge- 
bung des Anfangs, in welchem diese Gleichungen alle befriedigt 
sind. 

Den Pall b) dtirfen wir ausschlieBen, da wir doch wenig- 
stens verlangen wollen, daB einer Stelle (z) des Elements hochstens 
eine endliche Anzahl von Parameterpunkten {t) entsprechen 
mogen. Insbesondere werden also der Stelle {z) = (a) isoherte 
Punkte {t) zugeordnet, und daher braucht man nur die Umgebung 
des Anfangs (t) == 0 geeignet zu wahlen , damit bloB einer dieser 
Punkte, namlich der Anfang selbst, in diesem Bereiche enthalten 
wird. 

Der nicht-spezialisierte Fall unter a) wird nun der sein, daB 
es m Funktionen (p^ gibt, welche keinen zweiten Nullpunkt in der 
Nahe des Anfangs besitzen. Diese seien cpm- Dann lehrt 

der 2. Satz von § 19, daB einer der Parameter, etwa (nach 
eventueller Ausubung einer linearen Transformation der einer 
irreduktiblen ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

(4) C + EiC" + ■••+£= 0, E, = E,{z„..., z^) 

geniigt, sowie daB die iibrigen eindeutig und stetig und in den 
regularen Punkten des Gebildes (4) analytisch sind. Daher 
erweisen sich die weiteren Koordinaten ^ eindeutig 

und stetig und im allgemeinen analytisch am Gebilde (4), und mit- 
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Mn bildet die Gesamtheifc dieser Punkte iMwib dem Satze von § 27 
ein Element. 

Es kann indessen vorkommen, daS keino ^Iche WaU der 
nioglich ist, wie das Beispiel zeigt: 

% == ^2 ~ (^1 "I" ^ = if{ii + tg). 

Dann kann man aber dutch eine geeignete lineare Transformation: 

(5) = % 1 fl + • • • + 1 , - . 

neue 0 ^ einfiihren, welche die gewunschte Eigenschaft haben. In 
der Tat sei (pj^ eine der Punktionen (pj^^ welche nicht identisch 
verschwindet. Dann wird dutch die Gleichung 

9 ^ 1 Ou • • •? W ^ ^ 

ein Oder mehrere Gebilde (m — l)-ter Stufe, 

Sm — IJ — 

definiert. An jedem derselben, gibt es eine Stelle 

wo wenigstens eine der weiteren Punktionen 995, ...,99^ nicht 
verschwindet. Setzen wit nun 

02 ~ -^29^2 + H" ^n 9 n 7 

SO lassen sich die Koeffizienten Xj so w'ahlen, daJB 02 an keiner 
der Stellen (t 4 _i) verschwindet. Daraus ergibt sich, daB keins der 
Gebilde auf dem Gebilde 02=0 liegen kann, und datum be- 
stimmen die beiden Gleichungen 

01 = 0, 02==O 

eine Eeihe von Gebilden, je von der (?/i — 2)-ten Stufe, 

Srn -2 > Sm - 2 ? • • * • 

Jetzt verfahre man rnit diesen Gebilden geradeso. Es muB 
namlich eine Stelle (t* _o) am Gebilde gt^-s geben, wo wenigstens 
eine der Punktionen 992,..., 9 ?n nicht versclnvindet. Bildet man 
nun die Piinktion 

03 =//29^2 H + 

SO lassen sich die Koeffizienten fij so bestimmen, daB 0^ an keiner 
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beliebigen Punkte (z) der Umgebung von (a) nur ein einziger 
Punkt {t) der Umgebung des Anfangs entspricht. In der Tat kann 
man ja die t*- beziehungsweise gleicb m passend gewahlten Zj setzen. 

Es fragt sich nun, wann umgekebrt die Gleichungen (1) ein 
Element darstellen. Vor allem ist klar, daB dies stets der Fall 
sein wird, wenn mmdestens eine m-reihige Determinante aus der 
Matrix 


dvi 

d<h 

dk 


dq>n 

dVn 

dh 

■ 


im Anfange nicht verscbwindet. Verscbwindet dagegen jede der- 
artige Determinante im Anfange, so sind ja zwei Palle moglich: 
a) die Gleichungen 

( 8 ) = 0 , 

lassen keine zweite simultane Losung in der Nahe des Anfan^ 
zu; b) es gibt mindestens einen zweiten Punkt (t) in der Umge- 
bung des Anfangs, in welchem diese Gleichungen alle befriedigt 
sind. 

Den Pall b) diirfen wir ausschlieBen, da wir doch wenig- 
stens verlangen wollen, daB einer Stelle (z) des Elements hochstens 
eine endliche Anzahl von Parameterpunkten (t) entsprechen 
mogen. Insbesondere werden also der Stelle (z) = (a) isolierte 
Punkte (t) zugeordnet, und daher braucht man nur die Umgebung 
des Anfangs (t) — 0 geeignet zu wahlen, damit bloB einer dieser 
Punkte, namlich der Anfang selbst, in diesem Bereiche enthalten 
wird. 

Der nicht-spezialisierte Pall unter a) wird nun der sein, daB 
es m Funktionen cpf, gibt, 'welche keinen zweiten Nullpunkt in der 
Nahe des Anfangs besitzen. Diese seien cp^n, Dann lehrt 

der 2. Satz von § 19, daB einer der Parameter, etwa (nach 

eventueller Ausiibung einer linearen Transformation der tj.), einer 
irreduktiblen ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

(4) C + BiC”' + • • • +B = 0, E, = z^) 

genligt, sowie daB die ubrigen tj, eindeutig und stetig und in den 
regularen Punkten des Gebildes (4) analytisch sind. Daher 
erweisen sich die weiteren Koordinaten z^^^, . . ^.Is eindeutig 
und stetig und im allgemeinen analytisch am Gebilde (4), und mit- 
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hiE bildet die Gesamtlieit dieser Pimkte naeli dem Satze von § 27 
ein Element. 

Es kann indessen vorkommen, daS keine solche WaM der 
mdglich ist, wie das Beispiel zeigt: 

=:=: % = ti{ti + ^2)* % = ^2(^1 4 “ ^2)- 

Dann kann man aber dureh eine geeignete lineare Transformation: 

( 5 ) I <Pi + • * • + fm 1 = 1 ,.. % 

neue einfuhren, welche die gewiinsehte Eigenschaft haben. In 
der Tat sei cp-^ eine der Funktionen welche nicht identisch 
verschwindet. Dann wird dnrch die Gleiehnng 

(fi , . . . , = 0 

ein Oder mehrere Gebilde (m~-l)-ter Stole, 

9/» — 1 > 9aa — 1 j • - - j 

definiert. An jedem derselben, g*_i, gibt es eine Stelle 
wo wenigstens eine der weiteren Funktionen <p^, •• -9 (Pn nicht 
verschwindet. Setzen wir nun 

= <Pi^ 

02 = + • • • + 

SO lassen si<3h die Koeffizienten so wahlen, daB 02 an keiner 
der Stellen verschwindet. Daraus ergibt sich, daB keins der 

Gebilde auf dem Gebilde ^2 = ^ liegen kann, und darum be- 
stimmen die beiden Gleichungen 

01 = 0 , 02=0 

eine Eeihe von Gebilden, je von der (m — 2)-ten Stufe, 

9m-2» Qiu- 2 j • • • • 

Jetzt verfahre man mit diesen Gebilden geradeso. Es muB 
namlicli eine Stelle am Gebilde gf ,,_2 g^ben, wo wenigstens 

eine der Funktionen (ft, • • • ? (pn nicht verschwindet. Bildet man 
nun die Funktion 

03 = /^292 -T ‘ + fln<f n 9 

SO lassen sich die Koeffizienten jXj so bestimmen, daB 0^ an keiner 
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cler Stellen verschwindet. Mithin wird diireh die Gleichun- 

gen 

= 0 , #3 = 0 

aine Eeihe von Gebilden, je von der (m — 8)-ten Stufe definiert. 

So erMlt man denn schlieBlich m Ennktionen 
welche linear von den n (pj^ abhangen, 

#Jb = 4- • ‘ + ^kn<Pni ^ = 1? 

iind nur im Anfange gleichzeitig verscbwinden. Nun muB aber 
der Bang der Matrix der Koeffizienten gleich m sein, denn sonst 
Avaren ja die linear verkniipft, und darum lieBen die 

m Gleichungen = 0, fc == 1 , . . iioch andere Losungen in 
der Nahe des Anfan^ zu. Mithin kann man auf mannigfaehe 
Weise die in Aussicht genommene lineare Transformation her- 
stellen. 

In dem besonderen Falle, daB eine willkurliche Stelle (z) des 
Elements nur zu einem einzigen Punkte (t) fiibrt, muB mindestens 
eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im Anfange von 
null verschieden sein. Bildet man namlich die Gleichung (4) fiir 
die transformierten 

2j^ ~ (^1 j • • • j i = 1 , . . . , m, 

SO wird der Wert von gleich 1 sein. Daraus ergibt sich also eine 
ein-eindeutige Beziehung zwischen den t^) imd den 

Aus dem 6. Satze von § 20 geht dann hervor, daB 
die Jacobische Determinante 

d(ti , . . . , 

im Anfang nicht verschwindet. Aus elementaren Determinanten- 
gesetzen folgt nun weiter, daB mindestens eine m-reihige Deter- 
minante aus der Matrix (2) im Anfange von null verschieden sein 
muB. 

Das Resultat laBt sich in folgenden Satz zusammenfassen. 

Satz. Darnit die Gleichungen (1) ein Element vorstellen, der- 
art, dafi jedeni Punhte {z) hdchstens eine feste Anzahl ju von Puiikten 
[t) entsiprechen, ist notwendig und hinreichend, dap das Gleichungs- 
system (3) nur die eine Losung (t) = (0) zulasse. 

Soli fernerhin /u = 1 sein, so ist notwendig und hinreicJierid, da^ 
mindestens eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im A?i- 
jange nicht verschwinde. 


§ 29. Fortseteong. Von den Greinstelen einei Gebildes 
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§ 29. Fortsetztmg. Von den Grrenzstellen eines Gebildes. 

WeierstraB^) briagt noch eia anderes Ansgangsgebilde mi 
Spracbe, welches jedoch nichfc stets ans emem Element besteht. 
Anstatt namlich die linear yon den Wi abhangen zu lassen, 

kann man auch direkt die als eindeutige analjtische 

Fonktionen am Gebilde (1), § 27 annehmen. Die Gesamtlieit der 
auf diese Weise erhaltenen Punkte {z) bildet nach WeierstraB 
einen Ztceig^) eines Gebildes m-ter Stufe. Die weiteren Defini- 
tionen {zuBaimnenf alien, ForUetzung nsw.) werden dann ahnlich wie 
ini vorhergehenden Falle getroffen. 

Nach dieser Definition ist zwar jedes Element ein Zweig, es 
ist aber nicht umgekehrt jeder Zweig ein Element, wie das Bei- 
spiel Ton § 22 zeigt: 

(1) X = u, y = uv, z ■= 

Hier existiert eben keine im Anfange analytische Funktion 
Q{x,y,z), welche, gleich 0 gesetzt, das Gebilde (1) in der Nahe 
des Anfangs darstellt. — In der Eolge werden wir uns nnr der 
ersten Definition bedienen. 

Wie man sieht, handelt es sich hier im wesentlichen darnm, 
welche Grenzstellen man einer monogenen analytischen Funktion 
bzw. einem solchen Funktionensysteme adjimgieren muB, um dar» 
aus ein geeignet definiertes monogenes analytisches Gebilde zu 
gewinnen. Die Antwort darauf haben wir bereits im voraufgehen- 
den Paragraphen gegeben. Demnach wird im Falle des soeben 
zitierten Beispiels der Anfang, obwohl dieser Punkt zu dem 
durch die Gleichungen (1) definierten Zweige gehort, doch nicht 
zum monogenen analytischen Gebilde bzw. zu demjenigen Teile 
davon, welcher durch die Gleichungen (1) dargestellt wird, zu 
reclinen sein. Denn damit ein Punkt (%,...,«„) zum Gebilde ge- 
rechnet werde, ist ja notwendig und hinreichend, daB es ein Giei- 
chungssystem (A), § 17, gibt, welches durch die Koordinaten der 
Punkte seiner Umgebung befriedigt wird.^) 

Zur Beleuchtiing dieser Definition moge nocli folgendes Bei- 
spiel angefiihrt werden. Sei 

_ = /e) 

1) a. a. 0. S. 103. 

2) Es ist indessen nicht wiinschenswert, diese Bezeiclinung aufzunehmen, 
da namlich die fur die Funktionentheorie niitzliche Auffassung eines Zweiges 
eine andere ist; vgl. I, 9, § 3. 

3) WeierstraB a. a. O. S. 96. 

0 s good, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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ein uberall eridliclies Abelsehes Integral, welches drei ganzzahlig 
unabhangige Periodizitatsmoduln Pi, Pz aiifweist, d. h. es gibt 
keine Kelation von der Form 

P) 'f^iPi + ^^Pz + 

wobei 7711, ganze Zahlen sind nnd nicht samtlich ver- 

schwinden. Dann lafit sich zeigen^), daB es drei ganze Zahlen 
7711, 7712, 7712 gibt, derart, daB der auf der linken Seite von ( 2 ) ste- 
hende Ausdruck einer beliebig vorgegebenen komplexen Zahl be- 
liebig nahe kommt. DemgemaB liegen Punkte (w,z), wobei w eine 
geeignete Bestimmung der Punktion f{z) bedeutet, in jeder Um- 
gebung eines willkiirhchen Punktes {h, a), 

Hierans erkennt man, daB es keinen Sinn haben wtirde, einer 
monogenen analytischen Fnnktion schlechtweg alle Grenzstellen zn 
adjungieren. 

Bedeutung des Beispieh von § 2 . Ist w — f (z) eine analytische 
Fnnktion eines einzigen Arguments, welches sich nicht gerade auf 
eine Konstante reduziert, und ist z = a entweder ein gewohnlicher 
Punkt Oder hochstens ein Verzweigungspunkt endlicher Ordnung 
Oder ein Pol, so daB also der Punkt 0 = a, w^i=f{a) dem 
monogenen analytischen Gebilde angehort , so wird die inverse 
Punktion, z = (p{w), im Punkte w = h entweder analytisch sein 
Oder dort hochstens eine Singularitat der soeben bezeichneten Art 
aufweisen. 

Im Falle einer Punktion mehrerer Argumente hat dieser Sacb- 
verhalt nicht mebr statt. Das genannte Beispiel (S. 90 ) liefert uns 
eine Punktion 

y -=f{x,z) = xR{z), 

welche sich im Anfang, {x,z) =( 0 , 0 ), sogar noch analytisch ver- 
halt. Lost man die Gleichung nach z auf: 

z = <p{x, 

SO bat man das, was im Falle zweier Variabelen gewissermaBen 
der inversen Punktion entspricht. Und doch weist diese eine 
Singularitat auf, welche nicht mehr algebraischen Charakters 

1) Clebsch u. Gordan, Ahelsche Funktionen^ S.134, wo indessen der 
Satz, worum es sich hier handelt, iingenau ausgesprochen ist. 
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(WeierstraB) ist. d, k z ist nicht Wiraei einer pseudoalgebrai- 
sdieii Gleichnng, 

+ • • • + ^« = 0 , 

wobei A?, sich im Punkte (x,t/) =(0,0) analjtisch verlialt. 

Geometrisciie Deutujig des genannten Beispieh. Der Sachver- 
halt kann auch geometriseh beleuchtefc werden. Betrachten wir 
zuerst die Funktion 



In der Umgebung des Anfangs, mit der alleinigen Ansnahme der 
Punkte X = 0y verbalt sich diese Funktion analytisch. Deuten wir 
uns dieselbe als eine Plaehe im komplexen drei-dimensionalen 
Eaume, so erstreckt sich dieselbe ins Unendliehe. In der Tat ist 
sie eben eine Eegelflache, 

y = xz, 

welche dadurch entsteht, dafi eine die -e-Achse schneidende Ge- 
rade sich um diese Achse dreht nnd dabei der (aj, t/)-Ebene stets 
paraUel bleibt, wahrend sie sich hebt oder senkt. Im iibrigen 
wird diese Gerade jeder beliebigen Geraden der {x,y)'Ehene mit 
Ansnahme der Geraden x = konst, parallel. Dazn ist aber notig, 
daB sie hber unbeschrtokten Spielraum in bezug auf Steigen nnd 
Fallen verfhgt. 

Fassen wir andererseits die Fnnktion 

als Flache auf. Dieselbe ist sogar auch eine Eegelflache von ge- 
nau demselben Charakter: 

y = xR{z), 

nur mit dem einen Unterschied — nnd dies ist eben die crux der 
ganzen Sadie — , daB dem Steigen nnd Senken der erzeiigendeii 
Geraden hier Grenzen gesteckt sind. 

Trotzdem besteht soviel von der Flache, wie in der Umge- 
biing des Anfangs liegt, in beiden Fallen aus einem regularen 
Stiicke, welches sich liber der (x,2')'Ebene singularitiitenfrei aus- 
breitet. 
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Drittes Kapitel. 


SiagHlare Stellen and analytisehe Fortsetzang. Rationale 
Fnaktioaen. 

§ 1. Auaerwesentliclie singniare Stellen. 

Seien G{zi, ,z„) und H{Zi, . . z„) zwei Funktionen, -welehe 

sich beide im Punkte (z) = (a) analytiseh verhalten, und woven 
keine identisch versehwindet. Verschwindet dann H im Punkte 
(a), wahrend G und H keinen gemeiusamen Teller im Punkte (a) 

Cr 

haben, vgl. Kap. 2, §4, so wird durcb den Quotienten ^ eine 
Funktion F dargestellt: 






welehe im Punkte (z) = (a) eine au^erwesentliche singuldre StelU^) 
besitzt. Und allgemein hat jede Funktion F, welehe einer der- 
artigen Darstellung fahig ist, im Punkte (a) eine solche Singulari- 
tat. Auf Punkte des unendlich fernen Bereiches wird die Defini- 
tion in der tibhehen Weise ubertragen. 

Damit eine Funktion F{z^, , , ,, im Punkte [z) = (a) eine 
auBerwesentliehe singulare Stelle aufweise, ist offenbar notwendig 
und hinreichend, daB die Funktion sich in einem 2n-dimensiona- 
len Teile einer bestimmten Umgebung a des Punktes (a) analy- 
tisch verhalt und dort nicht identisch versehwindet; daB es ferner- 
hin eine in a analytisehe, im Punkte (a) verschwindende, aber in 
a nicht identisch verschwindende Funktion H{z^j..,,Zn) gibt, 
derart, daB das zunachst im Bereiche betrachtete Produkt HF 
eine analytisehe Fortsetzung liber den ganzen Bereich a bin ge- 
statte: 

H (z-j ^ , . . . , Zj^ F [zi , . . . , zF) ~ G (Zi , . . . , ; 


1) WeierstraB, FunUionenlehre, S. 130 = Werke, Bd. 2, S. 156. 
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and daB endlicli G tind H keinen gememsamen Teiler im Punkte 
(a) ziilassen. 

ds7i zwei Elmsen auPerwesenUuJm singuldrer SMhn. Die 
aiiBerwesentlichen singuli^ren Stellen lassen sieh in zwei Klassen 
einteilen: 

i) 1st der Zahler G im Punkte (a) von null verschieden, so 
wird F unendlich, wenn der Punkt (z) sich dem Punkte (a) nahert. 
Ausfiilirlicher gesagt, entspricht einer beliebig groBen positiven 
Zahl M eine zweite positive Zahl 8 demrt, daB 

\F{z^,...,z„ \ >M 

bleibt, sobald {z) ein Punkt des Bereiches 

Mi — 

ist, wofiir nur H{z^, . • ist. 

Eine solche Stelle ist das Analogon eines Poles im Ealle der 
Funktionen einer Variabelen, und moge eine auBerwesentliche sin- 
gulare Stelle erster Art oder ein Pol heiBen. Durch die Gleichung 

., 0 „) =0 

wird, in der Nahe von (a), ein aus einem oder mehreren Stiicken 
bestehendes — 2)-fach ausgedehntes Gebilde @ definiert. Jeder 
Punkt. von @ ist auch ein Pol von F. Mithin treten die Pole einer 
analytischen Funktion von n> 1 Veranderlicben niemals isoliert 
auf, sondern sie erfiillen eine (2?i — 2)-fach ausgedehnte analy- 
tische Maimigfaltigkeit. 

ii) Verschwindet dagegen G ebenfails im Punkte 
(a), so heiBt (a) eine auBerwesentliche singulare Stelle ziveiter Art. 
In der Umgebung einer solchen Stelle nimmt F einen beliebig 
vorgeschriebenen Wert C in den Punkteii eines aus einem oder 
mehreren Stiicken bestehenden (2n — 2)-fach ausgedehnten Ge- 
bildes ©' an, und zwar wird Qo' durch die Eelationen 

CH{z„ . . = 0, H{z„. . z,) 4= 0 

bestimmt. Nach dieser Seite hin hat daher eine solche Sirigulari- 
tat Ahnlichkeit mit einer wesentlichen singularen Stelle einer 
Funktion einer Variabelen. 

In der Umgebung einer auBerwesentlichen singularen Stelle 
zweiter Art, (^) = (a), liegen ebenfails Pole, welche denn ein 
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a) Sei H{z^, > . erne wi Punkte (a) analytische, dort ter- 
scliwindende, aber nickt identisch nerschwindende Furiktion, Daiin 
soil JF in jedem Punkte einer hestimmten Umgehung 
von (a) 

\ ct>i \ k , * == 1 , . . 

m welchem H nicht verschwindet, eindeutig erkldrt sem und sick 
analytiscli verhalten. 

b) In den in S gehgenen Nullstellen von H soli F im allgemei- 
nen unendlich werden. Dahei sollen nur solche der genannten Punkte 

ausgejioinmen werden, m welchen eine zweite Funkiion G(z^, 

von derselhen Beschaffenheit wie H, aber teilerfremd zu H, auch zu- 
gleich verschwindet. 

Die Bedingung ist auch notwendig, 

Es mogen die irreduktiblen Paktoren von H mit Hi, 

bezeichnet werden. Indem wir eine nicht-spezialisierte Wahl des 
Koordinatensystems zugrunde legen und iibrigens = 0 setzen, 
lassen sich die Hi unbeschadet der Allgemeinheit als ausgezeich* 
nete Pseudopolynome in = 'M. annehmen. Dann wird insbeson- 
dere ein Teil der NuUstellen der Punktion H durch die irreduktible 
ausgezeichnete pseudoalgebraische Gleichung gegeben: 

(1) Hi(%, ,.,,z^)^u^ + A^u^-^ H l-A^ = 0, 

wobei sich also im Punkte (z^, . . z^^i) = (%, . . Un^i) ana* 

lytisch verhalt und dort verschwindet. Ahnliches gilt auch ftir 
G [z I , , . z^) , 

Aus der dem Gebilde (1) entsprechenden Biemannschen Man- 
nigfaltigkeit g mogen zunachst alle Punkte fortgehoben werden, 
in welchen die Diskriminante von (1) verschwindet. Sodann fasse 
man noch die Punkte von g ins Auge, in welchen G sowie die 
iibrigen Paktoren . . ., verschwinden. Ist {z[, . . u') 

ein solcher Punkt, so mogen alle m Punkte aus ^ entfernt werden, 
wofiir 

Zi - Z ^^ , 2=1, ...,w 

ist. Was nun von ^ noch iibrig bleibt, werde mit bezeichnet. 

Wie man sieht, entsteht aus % dadurch, daB man alle 
Punkte aus 3' forthebt, a) in denen die Diskriminante von H^ ver- 
schwindet; b) in denen die Resultante von H. und 
verschwindet. 
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gei . - ., <) = (a') ein Pmitt von Dmn bat F einen 
Pol in (a'), imd daher hat die Punktion ^ m der Nahe von (a') 

mm hebbare Unstetigkeit^. Ergtosi man dimelbe dort dnrcli ihimi 

Grenzwert 0, so werde die also vervollstandigte Funktion niit F' 
bezeichnet. 

Andererseits ist die Funktion • • •» ini Punkte (a') 

irreduktibel. Denn es ist ja 

(% ? • • - > ~ ^ (% > • - • > ‘^») 9 

WO P(^ij . . sich analytisch hn Ptinkte (aj,.. ver- 

halt und dort den Wert a' annimint, und wo Q sich im 
Punkte (a') analytisch verhalt nnd dort nicht verschwindet. 

Da sich nun die in der Nahe von {a') belegenen NuUstellen 
der Fxmktionen F' und gegenseitig decken, so ergibt sich aus 
dem 1. Satze von Kap. 2, § 8 nebst dem 2. Zusatze, daB 

F' = 

wo eine natiirliche Zahl ist und Q im Punkte (a') nicht ver- 
schwindet. 

Daraus folgt aber, daB die Funktion 


in der Nahe von (a') nur hebbare Unstetigkeiten aufweist, und 
daB ubrigens die ergtozte Funktion dort nicht verschwindet. 

Ich behaupte nun: diese Funktion H^^F hat in samtlichen 
Punkten von g' nur hebbare Unstetigkeiten, und zwar verschwin- 
det die erganzte Funktion nirgends in In der Tat sei {a”) ein 
zweiter Punkt von und sei 1' der zugehorige Wert Dann 
kann man {a') mit {a") durch eine Kurve C verbindeii, welche 
ganz in verlauft. Da nun die ganzzahlige Funktion offenbar 
in jedem Punkte von C stetig ist, so muB konstant sein, und 
daruin ist 

Ziehen wir die iibrigen Faktoren Ho, .... heran und bilden 
wir das Produkt 
( 2 ) 

so wild liierdurcli eine Funktion dargestellt, welche, von hebbaren 
Unstetigkeiten abgeselien, nur noch in den Punkten tuner (;2u~4)- 
facli ausgedehnten Mannigfaltigkeit ein unbestiiiiintes Yerhalten 
aufweist. Nach dem 2. Satze von § 5 unten kann diese Funktion 
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daher selbst in diesen Punkten nur bebbare Unstetigkeiten zu- 

Hiermit ist nun dargetan, daB die Punktion (2) erne analy- 
tiscbe Portsetzung fiber die ganze Nachbarschaft des Punktes (a) 
bin gestattet. Sei G die daraus heryorgebende Punk- 
tion. Dann versebwindet G nicbt identiscb, und G bat aucb keinen 
Teiler im Punkte (a) mit H gemeinsam. Damit ist denn der Be- 
weis des ersten Teiles des Satzes erbracbt. — DaB die Bedingung 
notwendig ist, erkennt man ja sofort. 

Bine Erweiterung des Satzes bestebt darin, daB man an Stelle 
der Mannigfaltigkeit H = 0 eine beliebige regulare (2n-2)-fach 
ausgedebnte oder aueb sogar eine (2m — l)-tacb ausgedebnte Man- 
nigfaltigkeit im Sinne von § 7 treten laBt, und dann eine (2 m - 4)- 
facb ausgedebnte oder aucb eine (2m — 3)-facb ausgedebnte Man- 
nigfaltigkeit aus der letzteren aussondert. Die Pormuberungen 
des Textes dfirften wobl den Bedfirfnissen der Praxis besser an- 
gepaBt sein. 

W^6g6ii ©iiiGr BiGiliG wGitorGr liinrGicliGiidGr EGdingiingGn vgl. 
roan D. Jackson, Annals of Mathematics (2) 17 (1916) S. 172. 

§ 3. Hebbare Unstetigkeiten. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Eeihe von Satzen, welclie 
VerallgGineiiieriiiigeii des EiemannscliGii Satzes beziiglich. des Ver- 
lialtens einer Funktion einer Variabolen in der Nabe einer beb- 
baren Unstetigkeit bilden. 

Die Bezeicbnung JiebhctTe Unstetigkeit wird hauptsacblicb auf 
die Punkte r-facb ausgedebnter, in einem Bereicbe T des 2n-di- 
inensionalen Eaumes der Variabelen belegener Gebilde 

angewandt, wenn eine Punktion sonst analytisch 

in T ist und es aucb in den Punkten von SJl wird, sobald ibre 
Definition dort nur in geeigneter Weise getroffen bzw. abgeandert 
wird. Dabei muB r < 2n sein. In der Eegel ist r = 2n 2 bzw. 
2 n — 4 . 

Die beiden Hauptergebnisse konnen wir nun kurz, wie folgt, 
aussprecben.^) 

I) VerhciU sick eine Funhtion F(2i,...,^n) Punkten 

eines ^In-dimensionalen Bereiches T his auf die Punkte einer 


1) Auch der Satz von Bd. 1, S. 330 gestattet eine unmittelbare Verall- 
gemeinerung, welche spater besprochen wird; vgl. § 8. 
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§ S. Hebtore Uimte%keiten 

— amgedeJmieny in T enOmltemn Manmgfalfigkeit ana- 
lyimh nnd bleibt F au^erdem endlwh, so gesiaUet F eim analytmcJm 
FortsetZ'wng ilber den ganzen Bereich T Mn^ womii swh dmn die 
AmnakmepunMe ah hebhare UmteUgkmten erweism- 

II) Verhalt sich eine Fnnktim F{z^^ , , in den PmiJden 
eims 9^n-dimensianalen Berdches T Ms auf die PnnMe einer 
(2w — 4)-/acfe amgedehntm'^), in T enthaltenen Mannigfaltiglceii 
analytisch, so gestattet F eine ancdytische Forisetzung Uber den 
ganzen Bereich T hin, womit sich denn die Ausnahnepunkte ah 
hebhare Unstetigkeiten erweisen. 


In der Praxis besteht die Ansnahmemannigfaltigkeit haufig 
aus den in der Nahe eines Punktes (a) gelegenen Nullstellen einer 
im Punkte (a) analytischen, dort verschwindenden Funktion 
bzw. aus den gemeinsamen Nullstellen zweier solcher 
Punktionen, und G^{z ^, — Aus diesera Grunde 

haben wir auch den zweiten Satz dementsprechend formuliert. 

Einen besonderen Pall des Satzes I) hat WeierstraB^) schon 
friih erkannt und bewiesen. LaBt sich namlich die Punktion 
F{zi, . . .fZn) als der Quotient zweier im Punkte (a) analjtisehen 
Punktionen darstellen: 





^n) 


so folgt aus der Voraussetzung der Endlichkeit von F, daB zu- 
nachst in jeder Nullstelle eines im Punkte (a) irreduktiblen Pak- 
tors von G^ verschwinden muB. Nach dem 1. Satze von Kap. 2, 
§ 8, S. 106, muB G 2 mithin durch diesen Faktor teilbar sein. So 
wird man der Eeihe nach jeden Faktor von G^ .aus clem Zahler 
und dem Nenner fortheben konnen, womit derm schlieBlich nur 
eine im Punkte (a) analytische Punktion noch librig bleibt. 

Was den zweiten Satz anbetrifft, so hat Hurwitz^) einen be- 
sonderen Fall desselben ausgesprochen und den Beweis dafiir zii- 
gleich angedeutet, indeni er hervorhob, daB eine analytische 
Funktion mehrerer komplexen Yeranderlichen keine isolierte singu- 
lare Stelle besitzen kann. 1st n = 2 , so kann man eine ('2 n — 4)- 


1) Oder sogar bis auf die Punkte einer (‘2n — 3)-fach ausgedelmten 
Mannigfaltigkeit. 

2) WeierstraB, Funktionenlehre, 1885, S. 119 = TPerA'e, Bd. 2, S. 14G. 

3) A. Hurwitz, Zliricher Vortrag, V erhcmdlungen des ersten internaiio- 
nalen Mathematiker-Kongr esses, 1897, S. 104. 
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fach = 0-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit eben als einen Punkt 
ansaben, and biannit ergibt sicb Satz II) fiix diesen Fall. 

Der Satz gilt indessen aucb fur eine (2w — 3)-dimansionale 
Mannigfaltigkeit von Ausnabmapunkten. 1st n = 2, so besteben 
die Ausnabmepunkte aus einer oder mebreren Kurven das 4-di- 
mensionalen Eaumes. Und nun besagt der Satz, daB eine Funk- 
tion F{w,z), welcbe sonst in der Umgebung eines Punktes (a) 
analytiscb ist — selbst dann, wenn man nicbt weiB, daB sie end- 
bob bleibt — , doob stets eine analytiscbe Fortsetzung Tiber die 
ganze Umgebung von (a) bin gestattet imd somit boebstens beb- 
bare Unstetigkeiten dort zulassen kann. 

Im iibrigen kann die Umgebung von {a) durcb Kurven nie- 
mals in einen Bereicb von boberem bnearen Zusammenbange ver- 
wandelt warden. DemgemaB kann es keine mebrdeutige Funktion 
geben, deren Zweige sicb in der Nabe von (a) bis auf die Punkte 
einer aus Kurven bestebenden Mannigfaltigkeit analytiscb ver- 
halten imd im genannten Bereiebe ineinander iibergeben. Diesem 
Sacbverbalt kann man eine andere Formulierung geben. 

Satz. Sei T eine linear einfach zusammenMngende Umgebung 
eines Punhtes (a), und sei S eine Mannigfaltigheit Mr,r ^ 2?t 3, 

vgl. § 7. Sei T' der Bereich, welcher durch Forthebung der Punkte 
wn S aus T entsteht. La§t sick dann ein in der Umgebung eines 
Punhtes {z') von T definiertes Funktionselement % uber jeden in T' 
belegenen Weg kin analytisck forisetzen, so la^t sick ^ auck in jeden 
PunM von S analytisck fortsetzen, und aus % entsteht somit eine im 
ganzen Bereicke T analytische Funktion. 

Zum Beweise der Satze I) und II) bedient man sicb der 
Caucbyscben Integralformel.^) Dadurch erbalt man zugleicb Satze, 
welcbe viel allgemeiner als die in diesem Paragraphen ausgespro- 
cbenen Theoreme sind. Wir wenden uns jetzt zur Besprechung 
der Einzelbeiten bin. 

§ 4. Fortsetzung. Die toeiden Hauptsatze. 

1. Hauptsatz. In einem Kreiszylinderbereiche 
T: \Zi — ai \ <ri, ; = i, 

1) Diese Methods ist von Kis tier, Cher FunUiomn von mehreren kom- 
l-ilexen Veranderlichenj Gdttinger Dissertation, Basel 1907, und Hartogs, 
vgl. unten | 9, mit Erfolg verwendet worden. Von Kis tier riihren auch 
die beiden vorstehenden Satze (der zweite nur fur den Pall 2 m — 4) her. 
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gBi eim Funktion P im aUgemeimn amlyiiscliJ) Dabei 
mqII einem beliehigen Wer^gsteme (4, , 4 ), 

14 

nur iin£ endliche Anzahl^) von AumcAmepunMen 

{zfK 4 > • • • > 4) ? I: « t, S, . . 

entspreclien, und mom- soil 

ri 

sein, wo mm Konsfante bedeviet. Ble&>t F fermrliin endlicli, so 

Idpt sich F uber den ganzen Bereich T Mn analytkcli fortsetzen. 

Zum Beweise betrachten wir F{z^, z^,...,z ^ , wobei Zi, >=2,. n, 
im Kreise | — % | < belieb^ gewahlt and darm festgehalten 

■wird, als Funktion von Zj allein. Den Voraussetzimgen des Satzes 
zufolge wird diese Funktion nur hebbare Unstetigkeiten auf- 
weisen. DemgemaB laBt sich die erganzte Funktion zunaehst fiir 
alle Punkte Zj, welche an die Bedingung 

\zi — aj_.\ <rl, h 
gekniipft sind, durch die Cauchysche In« 

F(zi,Z 2, . . z„) = 

<-1 

wobei Tiber den Kreis Cj: Ui — ai|=r' integriert wird. Fur 
diejenigen dieser Pxinkte, welche der Eelation 

Jii <c 1 2^1 I T I 

geniigen, war aber die urspriingliche Funktion bereits defiiiiert. 

Nun stellt aber die rechter Hand stehende Formel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 

|zi-ai|< r;, |<r,, , = 

analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 3. Satz, und da nun r\ beliebig 
nahe an geriickt werden kann, so gestattet diese Funktion eine 

1) Hierin ist ja die Forderung der Eindeutigkeit mit entlialten; Kap. 1, § 5. 

2) Diese Anzahl braucht indessen nicdit fiir die verscliiedenen Punkte 

(4.*--»4) den gleichen Wert beiziibehalten. Auch kann fiir einen beiiebi- 
gen Punkt die Menge der Ausnaliniepunkte unendlieh sein, sofem 

nur die erste Ableitung (I, S. 570, 1. Anm.) oder allgemein eine bestimmte 
Abieitung davon aus einer endliclien Anzahl von Punkten bestelit. 


I 
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analjtische Portsetzung iiber den ganzen Bereich T bin. Hier- 
mit ist der in Aussicht g^ommene Beweis erbracht, 

2. Hauptsatz. In mnem Kreiszylinderhereiche 

U l j Zf Oii \ ^ Ti, » == 1 , • . . , w, 

sei eine FunMion F{zi,*,.)Zn) analytisch mit Aicsnahme gewisser 
Punkte (z[, 4, 4)? 'i^ddhe im Bereiche 

I { ”^ ^1 » I ^2 ^2 I ^2 ^2 > 

beliebig gelegen sein durfm; dabei sind Konstanten. Dann 

Idfit sich F uher den ganzen Bereich T hin analytisch fortsetzen^) 

Znm Beweise nehmen wir ™ Kreisringe < I -^2 — ^2 I < '^2 
nnd Zi^ im Kreise — willkiirlich an mid bal- 

ten diese Argumente dann fest. Hierdurch gebt F in eine im 
Kreise | | < Ti analytiscbe Pimktion von allein iiber und 

gestattet somit im Kreise 

\zi — ai\<r[, 0<r[<ri, 

eine Darstellung durcb die Caucbyscbe Integralformel: 





wobei iiber den Kreis = r[ integriert wird. 

Nun stellt aber die recbter Hand stebende Pormel eine Punk- 
tion vor, welcbe sicb im ganzen Bereicbe 

Ui — «il<r;, |2« — %l<n., /=2, 

analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 3. Satz, und da nun r[ beliebig 
nahe an geriiokt werden kann, so gestattet diese Punktion eine 
analytische Portsetzung uber den ganzen Bereich T hin. 


1) \tie man sieht, ist von der Endlichkeit der Punktion bei diesem Satze 
nieht niehr die Rede. Auoh wird iiber die Definition oder das Verhalten der 
Punktion in keinem Punkte des Bereiches 

I I < , I ^2 — I < ^2 > I -S/c — I » A = 3 , . . . , 

irgendeine Voraussetzung gemacbt. 


191 


I 5. Von der Tmgweite di^r ^tz© 

§ 5. Von dear Tra^weit© dieser Sate©. 

a) lAneafe und allgemeine TransforTtiationeii. Yor alleiii ist 

klar, daB jeder der beiden Hauptsatze auch fur solche Fmiktionen 
jp welche nach Ausiibiing einer nicht-singularen 

linearen Transformation 

+ • • • + 

Oder aUgemeiner einer nicht-singularen analytiscben Transformation 

in Funktionen nbergefaen, die im transformierten 

Bereiche den Bedingungen des betreffenden Satzes geniigen. 

b) Besondere singuldre Gehilde, Ans der soeben gemacbten 
Bemerknng erkennt man, daB der erste Satz, § 4, insbesondere 
znm folgenden, fur die Praxis niitzlicben Theorem fuhrt. 

1. Satz. In der Umgelung eines PunMes {z) = (a) set eim 

Funktion F(Z;j^, , , z^) im allgemeinen analytisch, Dahei mogen 

die Aiisnahme'punkie sicJi unter den NvMstellen einer Funktion G 
hefinden: 

G{zi,...,z„) =0, 

WO G sich im Punkte (a) analytisch verhdlt und dart verscliwindet, 
ohne identiscli zu verschwinden. Bleibt F fernerliin endlicli im ge- 
nannten Bereiche, so Id/St sich F ilher den ganzen Bereich hin 
analytisch fortsetzen und weist somit in den Ausnalimepunkten nur 
hebhare Unstetigkeiten auf. 

Ebenso kann man aus dem zweiten Satze ein besonderes 
Theorem ableiten, welches in der Praxis haufig zur Anwendung 
kommt. 

2. Satz. In der Umgehung eines Punktes (z) = {a) sei eine 
Funktion F{z-^,,..,z^ im allgemeinen analytisch. Dahei mogen 
die Ausnahmepunkte sich unter den simulianen XuUstelJen ziceier 
Funktionen und G .2 hefinden: 

G^{z^, . . .,z„) -= 0, Goizi, . . .^n) = 0. 

wo Gi,G 2 sich im Punkte (a) analytisch verhalten und dort rer- 
schwinden, und aul^erdem keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a) 
hahen. Dann Idj^t sich F uber den ganzen Bereich hin analytisch 
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fortsetzen und weist somit in den Ausnahmepunhten nur hehiare 
Singularitdten auf. 

Bine andere Art singularer Gebilde sind die in § 7 zn bespre- 
chenden regnlaren Mannigfaltigkeiten fc-ter Ordnung, Es 

laBt sich leicbt zeigen, daJB die obigen Satze aucb fiir den Fall 
bestehen, daB die Ausnahmepunkte eine M^n -2 bzw. eine 
ausmachen.^) 

c) Von der Allgemeinheit der Satze von § 4. Mit Hilfe der 
Bemerkung a) haben wir aus den Satzen von § 4 soeben zwei neue 
Satze abgeleitet, welche nach einer Eichtung bin allgemeiner sind. 
Dabei haben wir aber nur einen Teil jener Satze mit aufgenom- 
men, so daB also die Satze dieses Paragraphen nicht als spezielle 
Palle der anderen Satze erscheinen. 

In der Tat verlangen die Voraussetzungen des 1. Satzes, §4, 
nicht einmal die Stetigkeit des Ausnahmegebildes. Und im Falle 
des 2. Satzes, § 4, diirfen die singularen Punkte im besonderen den 
Rand eines beliebigen 2n-fach ausgedehnten Bereiches bilden, so- 
fern derselbe nur im bewuBten Eaumteile: 


liegt. 


§ 6. Eine Verallgemeinerung des zweiten Satzes. 

Satz. In einem Zylinderbereiche 

T: i2i-ai|<ri, \x^ — a^\<'p, \yz-^2\<q, 

\^i — ai\<ri, i = 3, 

s&i eine Funktion F(zj^, Z 2 , . . «„) analytisch mit Ausnaiime gewissev 
Punkte, welche im Bereiche 

I I < < '^1 ? I ^2 — ^2 I < P j I P2 — \ < Q < 

I \ ^ , . . . , n, 

beliebig helegen sein diirfen; dabei sind und q Konstanten. Dann 
laflt sich F ilber den ganzen Bereich T hin analytisch fortsetzen. 

1) Ein anderer Beweis des zweiten Satzes, weloher Interesse bietet, ist 
von Milne gegeben worden: Bulletin Amer. Math. Soc. (2) 21 (1914), S. 116. 



193 


§7. Von. der MannigMtigkeit M, 


Zum Beweise nehmen wir im Bereiche 

— « 2 l< 2 >j Q<y 2 <i bzw. — i<y%< — Q, 

und Zi im Bereiche 1 2 ^ — 0Si|<fi, <=s, ....n, willkTirlich an und 
halten diese Argumente dann fest. Hierdurch geht F in eine im 
Kreise | 2^ | analytische Bnnktion von 2^ alloin Tiber nnd 

gestattet somit im Kreise 


eine DarsteUnng dnrch die Cancbysehe Integralformel: 

*'(*■•*> 


wobei Tiber den Kreis Cy. |% — «! | =ri integriert wird. ' 



Pig. 4. 


Nun stellt aber die rechter Hand stehende Formel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 

l2i — ai|<r;, \x^ — a^\<V, 12/2 — /Sal <g, 

\Zi — ai\<ri, T= 3 . 

analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 3. Satz, und da r\ beliebig nahe 
an gertickt werden kann, so gestattet diese Funktion eine ana- 
lytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich T hin. 


Sei 


§7. Von der Mannigfaltigkeit Mr- 

= ^k ^ "^Vkf ^k — ^k "^^kj 


Dann soli die Mannigfaltigkeit aus den Punkten 
bestehen, wofiir 

I ^k — 4)j 

1 Vk — 92k{^ly • • • y ^r) 

Osgood, Punktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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ist. Dabei sollen die reellen Funktionen 9 ? 2 n der t reel- 

len Argumente nebst alien partiellen Ableitungen 

erster Ordnung, in einer bestimmten Umgebung des Anfangs 
(t) = (0) stetig sein und in diesem Punkte die Werte annehmen: 

ttfc = 9>2fc-i(0, . . .,0), /Sfc = 0). 

AuBerdem soli die Matrix 


8vi _ 

. ^ 

Cti 

dty. 

d<Pin 

S<Pin 

dti 

dt^ 


im Punkte (<) = (0) vom Eange r sein. 

Der Fall r = 2n — 3. Versehwindet hier die (2n — 3)-reihige 
Determinante nicht, welche durch Portlassung der 1., 2. und 
4. Zeile aus der Matrix 501 entsteht, so lassen sich die entsprechen- 
den r = 2w — 3 Gleiehungen aus (A) nach den auflosen. In- 
dent nun die also erhaltenen Werte von in den iibrigen 
Gleiehungen eingetragen werden, wird in der Nahe des 

Punktes (z) = (a) durch die folgenden drei Gleiehungen dargestellt: 

(B) a;i=(Wi, 2 /i=<U2, y2=o)s, 

wobei die Funktionen 

0)j{X2, Xn, yn) , i = 2, 3, 

nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung, in einem be- 
stimmten Bereiche 

|«2 — «2l<p, |% — %|<rfc, i'=3,...,n, 

stetig Sind und im Punkte fe, /3„) bzw. die Werte 

^ 1 ? /?2 annehmen. 

1st andererseits die (2n — 8)-reihige Determinante, welche 
durch Portlassung der 2., 4. und 6. Zeile (n ^ 3) aus der Matrix 
50t entsteht, von null verschieden, so lassen sich die Gleiehungen 
(A) durch folgende ersetzen: 

^B ) Vi ^2> ^4j Vi! • • • ) ^ni Vn) > > = 1,2,3 

wobei die Funktionen nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, in einem bestimmten Bereiche 

R : \Xj~aj iC'pj, > = 1,3,3; — a!c\<rf:, i = 4, 
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stetig sind und im Punkte bzw. die 

Werte /?i, /S 2 J annehmen. 

Wie man sofort sieht, laBt sich jeder andere Fall r = 2 n — 3 
zunachst auf einen dieser beiden zurnckftihren, mdem man eine 
geeignete Permutation der vomimmt und eventuell 

auch einige der Zj, durch ersetzt. 

Aber auch der zweite Fall kann durch eine nicht-singulare 
lineare Transformation: 


j z-i = («! + + (yi + , 

(I) I ^3 = (^3 + "^^3) + (73 + ds) , 

— dabei haben wir ja der Kiirze halber (a) == ( 0 ) gesetzt; im 
tibrigen haben die hier verwendeten Koeffizienten mit 

den friiheren GroBen /J 3 nichts zu tun, — auf den ersten 

zuriickgefuhrt werden. Setzt man namlich 

2 / 1 ? • • •> Vin) ~ Vl — Wli 

X(aJi, 2 / 1 , . . Xr,, yn) = Vs—ny 

sowie ferner 

^ (^l> 2/1 > • * *9 ^719 yri) ^ (^1> 2/i> • • • > Vn) ’ 

^{^l9 yi9 • • *9 ^n9 yr^ = X y^, , . 2/n) ? 

SO handelt es sich darum, ob das Gleichungssystem 
i2'=0, X' = 0 


nach x\, y[ aufgelost werden kann. Dazu geniigt ja, daB die 
Jacobische Determinante 




— a. 


dtpi _ 
■ C 
dxp^ 


^3 


dwx 

d 


+ ^l9 








lli 

d Xq 
dy)s 


im Anfange nicht verschwinde. Diese ist aber ein Polynom in 
^19 Pi9 (^Z9 ^39 dessen Koeffizienten nur clann samtlich verschwin- 
den konnten, wenn insbesondere die Koeffizienten der Glieder in 
al, aia^, verschwinden: 

In ^ Q __ ^ Q 

0 X-j_ G Xj_ 3 x^ 

Ln _L 1 :=== 0 

3 Xj_ G Xq 0 x^ C Xj_ 
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und dies geht offenbar nicht an. Das Eesultat konnen wir, wie 
folgt, zusammenfassen. 

1. Satz. 1st r=2n — 3 und legt man dabei ein nicht-spezia- 
lisiertes Eoordinatensystem zugrunde, so Idfit sich die Mannigfaltig- 
Iceit M^n-s durch die Gleichungen (B) dar stellen, 

1st insbesondere n = 2, so bestebt M^n^z = aus einer 
regularen, durch den Punkt hindurch gehenden Kurve. 

Ber Fall r = 2n-~ 2, Dieser Pall laBt sich in ahnlicher Weise 
behandeln. Wir konnen das Ergebnis ohne weiteres aussprechen. 

2. Satz. 1st r = 2n — 2 und legt man dabei ein nicht-s'peziali- 
siertes Koordinafensystem zugrunde, so IdjSt sich die Mannigfaltig- 
heit -Man -2 durch die Gleichungen dar stellen: 

(C) 

wohei die FunUionen 2 / 2 , . . 2/n), 2 , nebst ihren 

'partiellen Ahleitungen erster Ordnung in einem Bereiche 

I H—aT, I < r^,, A=:2,. ..,n 

Sind und im PunUe /3^) hzw, die Werte 

mnehmen, 

Wie man leicht nachweist, bleibt der Satz auch dann 
noch bestehen, wenn man an Stelle der bevorzugten Variabelen 
% = + ^' 2/11 irgendeine andere Veranderliche z^. = iy^. 

treten laBt, und zwar gleichzeitig fiir jede Wahl von h. 

Der Fall r = 2w — 1. Wir erteilen dem Satze hier zugleich 
eine Formulierung, welche der Aufnahme der dem vorhergehenden 
Satze hinzugefiigten Bemerkung entspricht. 

8. batz. 1st r=2n — 1 und legt man dabei ein nicht-spezia- 
hs%ertes Eoordinatensystem zugrunde, so lajit sich die Mannigfaltig- 

keit M^n-i gleichzeitig durch jede der folgenden Gleichungen dar- 
stellen: 


(D) Vic . . .,x^, % + i, + 2/„), 

wohei die Funktion cof. nebst ihren partiellen Ahleitungen erster Ord- 
nung in der Dmgebung der Stelle {a„ (}„ . . 

stetig ist und m genannten Punkte den Wert annimmt. 

DaB erne solche Darstellung fiir einen besonderen Wert von 
k, etwa fc = 1, moglich ist, erkennt man geradeso, wie in den 
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friiliererL Eallen. Und nun brancht man nnr nocb eine nieht-singu- 
lare lineare Transformation mit reellen Koeffizienten zu machen: 

■wo wiederum der Einfachheit halber [a) = (0) gesetzt ist, nm zu 
erkennen, daB sich die der Gleichung 

Vl 2/2. • • •. Vn) 

entsprechende Gleichung in den transformierten Variabelen nach 
einem beliebigen y\ aufldsen laBt. 

Auf Grund der leiden Sdtze von § 4, nehst der Bemerkung a), 
§ 5, erkennt man nunmehr die Richtigkeit der Sdtze I), II), § 3 fur 
Mannigfaltigkeiten ^ 2 n~z- 

Da librigens eine M 2^_4 sich in ersichtlicher Weise in einer 
M^n-z einbetten laBt, so gilt der zweite jener Satze auch fiir eine 

■^2w — 4* 

§ 8. Bine Verallgemeinerung eines weiteren Riemannselien 

Satzes. 

Es handelt sich hier um eine Verallgemeinerung des Riemann- 
schen Satzes von Bd. I, S. 330. 

Satz. In der Umgehung eines Punktes [z) = (a) sei eine 
Funktion F{zi, . , Zn) ausnahmslos stetig und im allgemeinen ana- 
lytisch. Dabei sollen die Ausnakmeyunkte auf einer Mannigfaltig- 
keit Man-ij § 7, liegen. Dann verhdlt sich F auch in diesen 
Punkten analytisch. 

Indem man notigenfalls eine lineare Transformation voraus- 
schickt, kann man erreichen, dafi F sich im allgemeinen in einem 
Bereiche 

T . I Xj aj I <C pj j I Pj \ > J — ^ i ■ ■ ■ 1 'h 

analytisch verhalt, wahrend andererseits M^n-i sich in der Nahe 
von (a) durch die Gleichungen (D), § 7, darstellen laBt. 

Es lassen sich fernerhin Zahlen pj, qj: 

0<pj<pj, 0<g;j<qj, ; = 

so wahlen, daB, sobald die 2n— -1 Argurnente der Funktion 
an die entsprechenden 2n — 1 der 2n Relationen 

1 ^3 \ = Pj > \ Vj ^ j \ — IJ} 
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gekniipft sind, die abhangige Variabele = co^ dann der Bedin- 
gung geniigt: 

Wir erteilen jetzt den letzten w — 1 der Argumente 
von F einen willkurlichen Wert im Bereiche 

I a:, — a,- 1 < y), 1 2/# — A I < 

und balten dieselben dann fest. Indem wir F {z-^, z^, . . . , als 
Punktion von allein betrachten, verhalt sicb diese im Bereiche 

Tx. I®i — l2/i — /?xl<2i 

analytisoh mit Ausnahme der Punkte 

Diese bilden aber eine regulare Kurve, welche den Bereich darch- 
setzt, ohne dabei den oberen oder den unteren Band desselben, 
Vi — = ± 2 U treffen. Nach dem genannten Eiemannschen 

Satze verhalt sich F mithin analytisch im ganzen Bereiche 

Sei Zx ein beliebiger innerhalb der Eandkurve Cx des Bereiches 

I asi-cil <3?;, l2/i-2?il<g; 


gelegener Punkt. Dann laBt sich F fiir diesen Punkt Zx und fiir 
die friiheren Werte Z 2 ,...,Zn durch die Cauehysche Integral- 
formel darstellen; 


F{Zx, Zi, . . Zn) 


J_ f 

^ni J 

Ox 


F{ti,Z2, . . .,Zn) 


■ 


Wir fassen jetzt die Funktion F fur einen beliebigen Wert 
von auf Cl und fur die friiheren Werte der letzten n — ~ 2 Argu- 
mente ins Auge, wahrend wir bloB auf den Bereich 


^2 • I ^2 ^2 I = Pi! > I 2/2 /^2 1 ^ ^2 


beschranken. Dann verhalt sich F, als Funktion von ^2 allein 
betrachtet, analytisch in und laBt sich auBerdern fiir jeden 
Punkt des Bereiches 


I ^2“-«2 1 < P 2 , 


\ y2 /?2 1 ^ (Z 2 
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§ 9. Zwei Harfcogsselie Satze 
durch die Integralformel darstellen: 


wobei C2 sich auf den Band dieses Bereiches bezieht. 

Indem man so fortfahrt, gelangt man endlich zu einer Dar- 
stellung von F im Bereiche 

T': I I <?;, \yi-^i\<qj, 3=i. 

durch die Formel: 



Nun ist aber stetig in jedem der Punkte 

Mithin stellt diese Formel eine im ganzen genannten Bereiche 

analytische Funktion vor, und hiermit ist der Beweis geliefert. 


§ 9. Zwei Hartogsselie Satze. 

Hartogs^) hat die Cauohysche Integralformel zur Ermitte- 
lung von Satzen betreffend analytische Fortsetzung iiber Zylinder- 
bereiche hin mit groBem Brfolge angewandt. Dabei ist der fol- 
gende Satz von prinzipieller Bedeutung. 

1 . Satz. Sei T = (T^, T^) ein regular er Zylinderhereicli im 
Baume der 1 -com'plexen Verdnderlichen mid sei K ein regu- 

lar er, in Tg ielegener Bereich der z^-Ehene. Sei ferner /(%,^2) 
eine Funktion von der folgenden Beschaffenlieit: 

a) Im Innern des vier-dimensionalen Zylinderbereiches {Tj^,K) 
sei f {Zi , Z2) analytisch. Ist fernerJiin z'^ ein beliebiger inner er Punkt 
von K, so soil f{Zi,z'.j), als Funktion von z^ allein betraclitet, am 
Bande von stetig sein. 

b) Ist ti ein beliebiger Punkt von so soil f{ti,Z2), als 
Funktion von Z2 allein betrachtet, im. Innern von T2 analytisch 
und am Bande dieses Bereiches stetig sein; 

1) Hartogs, Sitzungsber. der Munchener Akad. 36 (1906) S. 223. Der 
nachstehende Satz, welcher iibrigens ein wenig anders wie bei Hartogs for- 
muliert ist, — vgl. das Madison Colloquium, S. 166, — enthalt die Satze von 
§ 4 als Spezialfalle, ist aber wesentlich allgemeiner. Darum hielten wir es fiir 
angezeigt, einen einfacheren Beweis jener Satze damals zu geben. Anderer- 
seits hat Hartogs jene Satze nicht erwahnt. 
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c) Endlich soli f (11,12), wo die Kurve 0 ^ und unahhdngig 
damn ^2 Kurve C2 durchlauft, in diesen heiden Verdnderlidhen 

stetig sein, 

Alsdann Idfit sich f(zj^, 
uber das ganze Innere des Be- 
reiches T Mn analytisch fortsetzen. 

Der Beweis ist auBerst ein- 
fach. Zunachst laBt sich / in 
jedem inneren Punkte des Be- 
reiches (T^,K) vermoge der In- 
tegralformel, wie folgt, darstellen: 



dti. 


Sodann kann man die hier auftretende Punktion /(^i,^2) 
durch eine zweite Anwendung der Integralformel in der Form aus- 
driicken: 

1 ^ 


27ci J — Zz 

Cn 


f(tl, Z2) 
So kommt denn: 


Diese Pormel stellt nun nach Kap. 1 , § 8 , 3 . Satz eine im 
ganzen Bereiche T analytische Punktion vor, welche auBerdem 
in einem vier-dimensionalen Teile von T, namlich im Zylinder- 
bereiche (T-^,K), mit der vorgelegten Punktion ^2) iiber- 

einstimmt. Hiermit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Erdrterung des Satzes, Vor allem wollen wir das Wesen der 
Voraussetzungen einer naheren Kritik unterziehen. Die Hypo- 
these a) ist, sozusagen, eine vier-dimensionale, da sie sich auf je- 
den Punkt einer vier-dimensionalen Mannigfaltigkeit bezieht. In 
gleichem Sinne ist b) drei-dimensional, und endlich ist c) zwei- 
dimensional. 

Die Hypothese a) hat ferner dieselbe Dimensionalitat als der 
vorgelegte Bereich T selbst. Die Hypothese b) bezieht sich auf 
ein Stuck des Randes, welches dieselbe Dimensionalitat wie der 
ganze Band besitzt. Endlich hat c) es nur mit einem am Rande 
belegenen Gebiete von niederer Dimensionalitat zu tun. 
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Um mehr geometrische Fiihlnng fiir den Tatbestand zn ge- 
winnen, kniipfen wir an die Vorstellungen der algebraischen Geo- 
metrie an, wobei man von Kurven nnd Plachen im imaginaren Ge- 
biete redet nnd znr Vorstellung da von die Anschauung im gewohn- 
lichen Eanme gewissermaBen anf den komplexen Eaum liber- 
tragt. So hat man sich denn hier den Zylinderbereich T als ein 
Eechteck in der 2:2)-Ebene der analytischen Geometrie zn den- 
ken, wobei also ein vier-dimensionaler Bereich dnrch Analogie 
von einem Sthcke der Ebene vertreten wird. 

Die Hypothese a) bezieht sieh nnn anf einen schmalen, das 
Eechteck dnrchqnerenden Streifen, 
wahrend die Bedingnngen b) nnd c) 
sich bloB am Eande bewegen. Als 
Ergebnis erhalten wir dann eine Eort- 
setznng der zunachst bloB in jenem 
Streifen erklarten Ennktion iiber das 
ganze Eechteck hin. 

Ausdehnung desselben auf n'> 2 Argumente. Die Verallgemeine- 
rnng des Satzes liegt schon anf der Hand. So wird man im Ealle 
n = B von einem regnlaren Zylinderbereiche T = nebst 

zwei in nnd Tg belegenen regnlaren Bereichen K^, bzw. Zg 

ansgehen nnd verlangen, 

a) daB sich im Bereiche analytisch 

verhalte nnd anBerdem, als Ennktion von allein betrachtet, 
wobei Zi in (/=2, 3 ) liegt, am Eande von stetig sei; 

b) daB / (^1 , ^2 > 7 Ennktion von z^ allein betrachtet, wo- 
bei anf Cl nnd z^ in Zg liegt, sich im Bereiche Tg analytisch 
verhalte nnd stetig am Eande desselben sei; 

c) daB /(ifi, ^2 7 -^3)7 Ennktion von z^ allein betrachtet, wo- 
bei ti anf Ci liegt, sich im Bereiche Tg analytisch verhalte nnd 
am Eande Cg desselben stetig sei; 

d) daB f{ti, Q stetig sei, wenn ti, nnabhangig 

voneinander bzw. die Kurven Ci, C^, Gg durchlanfen. 

Alsdann laBt sich / hber den ganzen Bereich T analytisch 
fortsetzen.^) 

Insbesondere werden die Bedingnngen des Satzes sicher er- 
fhllt, wenn sich die Ennktion in jedem Eandpunkte 

1) Wegen einer Verallgemeinerung dieses Satzes vergleiche man Har- 
togs, a. a. 0., S. 234, sowie das Madison Colloquium, S. 171. 
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eines regular en Zylinderbereiohes T = (Tj, . . r„) analytisch ver- 
halt. Hiermit haben wir bereits einen Beweis des folgenden 
Satzes. 

2. Satz. 1st eine Funktion in der Umgelung 

eines jeden Bandpunktes eines reguldren Zylinderbereiehes 

T = (T„...,T„) 

eindeutig erkldrt und verhdlt sick f doH analytisch, so gestattet f 
eine analytische Fortsetzung uber den ganzen Bereich T. 

Mit diesem Satze hat Hartogs a. a. 0. den ersten Spezial- 
fall eines der frappantesten Satze aus der Theorie der Punktionen 
mehrerer komplexen Veranderlichen gefunden. Der Satz gilt 
namlich allgemein fur einen beliebigen Bereich T des 2n-dimen- 
sionalen Eaumes, vgl. § 11. 

Nachdem Hartogs seinen Satz bewiesen hatte, erhielt da.nri 
E. E. Levii) den folgenden Satz. Verhalt sich eine Eunktion 
zweier Argumente, f{x,y), in jedem Eandpunkte eines vier- 
dimensionalen Bereiches T meromorph, so laBt sich / im Innern 
von T meromorph fortsetzen, d. h. analytisch fortsetzen, derart, 
dab die also erhaltene Funktion sich iiberall im Bereich T mero- 
morph verhalt. 

Indem man nun die Methoden von Hartogs und Levi kom- 
biniert, gewinnt man den vorhin erwahnten Satz von § 11, wel- 
cher eben darin besteht, daB man im Levischen Satze das' Wort 
meromorph durch analytisch ersetzt und zugleich den Fall n ^ 2 
aufnimmt. Der Beweis dieses Satzes hangt vom Satze des nach- 
folgenden Paragraphen ab. 


§ 10. Bin weiterer Satz von Hartogs. 

Satz. 2) Sei f{xj^,...,x„,y)—f[x,y) eine Funktion, welche 
sich in jedem Punkte der Menge 


\y\=K, 0<K; x,=a„ 

analytisch verhdlt und sich Idngs keines der Wege 

y = te<^‘, O^t^K-, x,=a, 




n, 


/ = 1 , . . n, 


1) Vgl. unten, § 13. 

2) Hartogs, a. a. O. 
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his in den T unlit {x,y) =(a, 0) analytisch fortseUen Id^t. AUdann 
gibt es einen Zylinderhereich § = (§i, . . 

• I 1 l^i 9 t = 1 , . . 

derart, daji f{x,y) sich in jedem Punkte (x^y), wo (x) m § liegt 
und \y \ — K ist, analytisch verhdlt, wahrend and&rerseits jedem 
Punhte (x^) von § mindestens ein Punht yo = ge^^, 0 ^ q < K, 
entspricht, wofilr f^x^y) Idngs der Kurve 

Lq: y=:te^i^ Q^t^K; * = 

his in jede Nachharschaft der Stelle (re®, y^j) hinem analytisch fort- 
gesetzt werden kann, ohne jedoch diesen Punht selbst zu erreichen, 

Der Kiirze halber setzen wir a^. =0, i=x, Da f sich in 
jedem Punkte der abgeschlossenen Menge 

Xi Oj i^l 

analytisch verbalt, so gibt es 7^ + 1 positive Zablen, 
k < Ky derart, daB f sich auch in jedem Punkte des Bereicbes 

T: \Xi\^hi, * = g^\y\^K, 

analytisch verbalt. 

Sei (oj®) = (cej, . . x^) ein beliebiger innerer Punkt des 

Bereicbes § == (§i, . * 

und sei ferner 

0 <ei<hi—\x^^\, 

Dann verbalt sich / im Bereicbe 

T': \Xi--x^ \ ^8i, /=i, g^\y\^K 

analytisch. Dagegen laBt sich diese Punktion nicht uber den 
iibrigen Teil des Bereicbes 

\Xi—x^\<£i, . = 1, \y\^K 

analytisch fortsetzen, wie man aus dem 1, Satze von § 9 erkennt. 
In der Tat gewinnt man AnsebluB an jenen Satz, indem man 
z^=y^ = %-iJ *=2,3,..., setzt und als Bereich den Kreis 

1^1 nimmt, wahrend Tj,, ^= 2 , 3 ,..., aus dem Kreise 
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I I ^ ^*-1 bestehen soil. Endlich werde mit dem Kreise 
I I ^ identifiziert.^) 

Sei Q die untere Grenze der Werte, welche g annehmen kanu 
■wenn man (xo) und die festbalt. 1st ^ = 0, so ist 2/o = 0 schon 
der in Aussicht genonunene Punkt. Ist dagegen p > 0, so muB es 
offenbar mindestens einen Punkt j/o = auf dem Kreise 
\y\=e geben, derart, daB die Punktion f{x,y) sioh nicht Mngs 
des Weges 

-i, 

bis in den Punkt (as®, y^) hinein analytisch fortsetzen laBt. Hier- 
mit ist der Satz bewiesen. 

Zusatz.2) Sei P ein Bandpunkt einer Hyperhugel und sei 
/(%, eine Punktion, welche sich in dem au^erhalh ^ belege- 

nen Teile T der Umgebung von P analytisch verhalt. Dann la§t 
sich f am Punkte P uber T hinaus ins Innere von ® analytisch 
fortsetzen. 

Wir wollen den Anfang in den Mittelpunkt 0 von ^ verlegen 
und auBerdem die Hyperebene z„ = 0 duroh P bindurchgehen 
lassen. Dann wird P die Koordinaten (a^, . . 0) haben, wo 

I Oi P + • • • + I P = > 0 

ist, und die Hyperkugel wird durch die Gleichung 


I + h P = 

dargestellt. Als Bereicb T darf man die Punkte (z) nehmen, deren 
Koordinaten an die Bedingungen gekniipft sind: 

I l^ipH + |0„p>p^ 

i \zjc Oiu\<.hk, i = = 0) , 

wo hk eine geeignete positive Zahl bedeutet. 

Der Einfaohheit der Darstellung halber sei zuntichst n = 2, 

Zi=x, z^ = y, Uj = u =1= 0. Dann wird p = | o | , und T besteht 
aus den Punkten 

I * P + I 2/ P > I a P, 

I 2/ I < ^2 > lx — U I < /ij^ . 


Dissen Schntt kanu man auoh vermoge des Laurentsohen Satzes be- 
gmnden; vgl. Levis Beweis des entspreohenden Satzes von § 12 
den findet Sioh mcht bei Hartogs. Er ist dem entsprechen- 

den Satze von Levi fur den Pall w = 2 (§ 11, Zusatz) nachgebildet. 
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§ 10. Ein weiterer Satz von Hartogs 
Wir nehmen K so an, daJB 

0 < Z < 

Dann liegt jeder Punkt {x,y), woftir 

0 ^ = a, \y\=E 

ist, in T, nnd damm verhalt sich f{x,y) in jedem dieser Punkte 
analytisch.. 

Ware nun der Satz nicht richtig, so miiJBte as dem Haupt- 
satze dieses Paragraphen gemaB eine positive Zahl h ^ \ geben, 
derart, daB, wenn = a' ein beliebiger Punkt des Bereicbes 

(1) \x — a\<h 

ist, die Punktion f{x,y) sich unmoglich langs jedes Wages 

L: y 6= const.; x = a' 

bis in den Punkt (x, y) == (a', 0) analytisch fortsetzen laBt. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefiihrt worden, 
indem wir nun a' im Kreise (1) nur so annehmen, daB 

I a' I > I a I 

wird. Denn jeder Punkt (x^y), wofiir x = a' und \ y\^E ist, 
liegt ja in T, und in T ist j{x,y) dock analytisch. 

Im Palle n > 2 verlauft der Beweis parallel. Man nehme hier 

0 <E <hn 

an. Dann ist f{x,y) in jedem Punkte analytisch, 

wofiir \ y\=E ist. Jetzt setze man voraus, der Satz sei falsch, 
und ziehe man den Hauptsatz dieses Paragraphen heran. Hier 
treten an Stelle von (1) die n~l Ungleichungen 

( 2 ) — 

wo 0 <h k = i,...,n-i. Als Punkt (x^) wird man einen Punkt 

(a^, . . ., wahlen, wofiir 

I a; P + . • • + I |2 > 

j —a^i. I < h, k = 

Dann wird jeder Punkt (a' , . . ., ?/), wofiir lyj^E ist, in 

T liegen, und somit ist f{x,y) analytisch in all diesen Punkten. 
Dies widerspricht aber der Aussage jenes Hauptsatzes. 
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Bemerkung. Wir machen noch darauf aufmerksam, daB der 
entsprechende Satz, wobei die Hyperkugel durch eine Hyperebene 
ersetzt wird, nicbt gilt. Sonst wiirde insbesondere eine Punktion 
fi^>y)) 'welche im Bereiche 

y. ( > a (a, reell nnd > 0) 

1 \x — a\<'h, \y\<li 

analytisch ist, sich ^ iiber die ganze Umgebung des Punktes 
{^>y) = («. 0) analytisch fortsetzen lassen. Sei / eine Punktion 
von X allein, welche sich im Bereiche 

n{x)->a, \x~a\<-k 

analytisch verhalt nnd die Kurve ^{x) = a zur natiirlichen Grenze 
hat. Piir diese Punktion ist der Satz falsoh. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen geht folgender Satz 
hervor. Sei G{x,y) eine im Punkte {a,l) analytische, dort ver- 
schwindende, aber nicht identisch verschwindende Punktion der 
beiden unabhangigen Variabelen a;, y. Dann ist die reelle durch 
die Gleichung Gix,y) ^0 definierte Plache des vier-dimensionalen 
Raumes der komplexen Veranderlichen (x,y) iiberall gleichsam 
neptiver (oder wenigstens nicht positiver) Kriimmung, da es 
kerne durch (a, h) gehende Hyperkugel gibt, welche diesen Ort in 
der sonstigen Umgebung von {a, b) im Innern enthalt. 


§ 11. Ein Satz betreffend analytische Portsetzung. 

Satz.i) Sei T ein endlicher Bereich des 2n-dimensionalen 
Baumes, dessen Band^ aus einem einzigen Stiicke besteht, und sei 
turner .. .,z„) eine Punktion, welche sich am Bande von T 
analytisch ^ verhalt. Dann la§t sich f durch analytische Portsetzung 
zu einer im ganzen Bereiche T analytischen Punktion erganzen. 


Der Voraussetzung des Satzes gemaB laBt sich der Rand 6' 
von T m emem 2ii-dimensionalen Bereiche 2 einbetten, worin 
a(^i, • • ■, z„) eindeutig ist und sich analytisch verhalt. Mithin kann 
man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daB T sich aus 
einer endhchen Anzahl von Hyperwiirfeln zusammensetzt. Ist 0 
ein nicht-spezialisierter innerer Punkt von T, so wird ein belie- 
biger von 0 ausgehender Strahl den Rand G in einer endlichen 

Punkto treMe^. Sden d,B, 


1) Hartogs, a. a. 0., S. 281. 
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0 sein soil und (i>0) zwischen 0 nnd liegt, die 
verschiedenen Segmente dieses Strahl^, welche in T liegen. Dann 
kann k zwar verschieden fur verschiedene Strahlen ausfallen, docli 
wird k fiir die Gesamtheit der StraMen endlich bleiben. 

Wir wollen nun die vorgelegte Funktion von 

jedem Punkte aus nacb A^ zu analytisch fortsetzen. Ich be- 
baupte: der Punkt A^ ist auf diese Weise stets zu erreiehen. 
Ware dem nicht so, so zeichne man auf der Strecke B^A^ den 
Punkt (^) auf, welcber die analytische Portsetzung bemmt. TJnd 
nun braucht man nur die kleinste Hyperkugel ® um 0 zu legen, 
welche diese Punkte (f) enthalt. Sei P ein Punkt dieser Hyper- 
flacbe, welcber entweder selbst ein Punkt (C) oder aber eine 
Htofungsstelle solcher Punkte ist. Dann verhalt sich 
in demjenigen Teile einer geeigneten Umgebung von P, welcber 
auBerbalb S liegt, analytiscb, gestattet aber keine analytiscbe 
Portsetzung Tiber P binaus ins Innere von Dies widerspricbt 
dem Zusatze von § 10 , und biermit ist die Eicbtigkeit der Be- 
bauptung erwiesen. 

Durcb diese Portsetzungen wird eine Funktion 95 ,^n) 
im ganzen Innern von T eindeutig erklart, 

dieselbe uberall in T analytiscb, und stim^^u uiAJj. XtCW-LUC V Uii 
mit der vorgelegten ‘Funktion iiberein. In der Tat 

kann man die Strecken AiB^ zu einem oder mehreren Bereicben 
81,82, ••• zusammenfassen, derart, daB ein von 0 ausgebender 
Strabl den Bereicb hoehstens in einer der genannten Strecken 
trifft. Einer dieser Bereicbe, 81, stoBt jedenfalls an den Punkt 
0 . In Si verbalt sich die Funktion nicbt bloB analytiscb, sie 
nimmt aucb in alien Eandpunkten von Si, welche zugleicb aucb 
Eandpunkte von T sind, dieselben Eandwerte an, wie die vor- 
gelegte Funktion. 

Ist T biermit noch nicht erschopft, so gibt es einen zweiten 
Bereicb, 82, der ein ( 2 n — l)-fach ausgedebntes Eandstiick mit 
Si gemein hat. Und nun erkennt man sofort, daB die Funk- 
tion rp {z^, . . Zn) in 82 oine analytische Fortsetziing derselben in 
Si ist, sowie daB sie in 82 ebenso beschaffen ist wie in Si. 

Da die Bereiche Sjc nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, 
so werden sie schlieBlich alle angegliedert, und hiermit ist der 
Beweis erbracht. 

Bemerkt sei noch, daB der Satz nicht zu gelten braucht, 
wenn T nicht endlich ist, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei T 
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der Bereich des Eaumes der Funktionentheorie, 

\x\ ^1/ \y\ ^oo; 

nnd sei 

/(a:, = a + b, |a|<l, |&|<1. 

Indert man dieses Beispiel dahin ab, daB man | y | g 1 an 
Stelle von | ?/ 1 ^ oo setzt, so liegt nun der Punkt {x, y) = {a, 1) 
am Eande, und die Bedingungen des Satzes sind also hier nicbt 
mehr erfiillt. 

Ein weiterer Satz, welober aus dem Zusatze von § 10 un- 
mittelbar hervorgeht, und welcher librigens dem letzten Levi- 
schen Theorem, § 13, entspricht, ist folgender. 

Theorem. Sei E eine abgescMossene Punktmenge des 2n- 
dimensionalen Eaumes, und sei r die Entfernung eines heliehigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E babe r ein relatives Maximum. Sei femer T ein Bereich 
dessen Band zum Teil oder ganz aus den Punkten von E besteht, in 
der Ndhe von P aber keine nicht zu E geUrigen Bandpunkte besitzt, 
und aufierdem von der Fortsetzung der Strecke OP in der Ndhe von 
P getroffen wird. Alsdann kann es keine Funktion f(zi,...,z) 
geben, welche sich in T analytisch verhdlt und sich nicht uber P 
hinaus analytisch fortsetzen ldj3t. 


§ 12. Von den Levischen Satzen. 

In diesem Paragraphen werden Satze entwickelt, welche so- 
wohl zum Beweise des Levischen Satzes von § 13 als auch bei 
einer Eeihe anderer Untersuchungen Anwendung finden.^) 

Hilfssatz. In einem Zylinderbereiche 


|a:,-a, |gk,, 

sei erne Funktion f{x„...,x^,y)^j{x,y) analytisch, 
entwickle d%ese Funkhon nach dem Laurentschen Satze: 


«■ = 1 , . . . , W, 

und man 


f{x, y) =29n{x)y^. 


9n{x) =gn{xi, . . ., a;„). 


Sat.e Lh Paragraphen, siur Spra, 

baUe und Methoden smd von E. E. Levi in einer wiehtio-c 
niedergelegt worden; Annali di Matematica, (3) 17 (igio) S 
schrankt sich Levi auf den PaU m= 1. ^ ^ 


gebrachten 
Abhandlung 
Dabei be- 
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Damit nun j{x, y) eine analytische Fortsetzung gmtatte, weMte 
sicJh im Kreiszylinderiereiche 

Ti» \ y \ K y \ ^i\ ^ ® = 

meromorpJi verMU, ist notwendig und hinreichendy dap es ein Funk- 
tionensystem Ai{x) =A^(x^y — g^ty d^art, daP die 
Belation 

(1) - 4~ Ai{x)g^(x) = 0 

fur alle negativen Werte von n: n = — 1 , — 2, . . wobei 
Ai(x) im Bereiche 

§: \Xi~-ai\^hiy 

analytisch ist 

Damit f{Xy y) die genannte Fortsetzung gestatiey reicht indessen 
hin^)y daP es ein Funktionensystem Ai(x) == Ai(Xj^y , , .y x^) y 
i==:Q,i,...,k, gibty derarty daP die Belation 

(2) Aoix)g„_j,{x) + Aj,{x)g„_^+j^{x) + • • • + A^{x)g„ix) = 0 

fur alle negativen Werte von n: n= — 1,-2,..., bestehty wobei 
Ai{x) im Bereiche § analytisch ist und nicht alle A^ identisch 
verschwinden. 

Die Eichtigkeit des zweiten Teiles des Satzes erkennt man 
sofort, indem man die Funktion 

(p{x^, ...,x^,y)= (p{x, y) = A^y^ + H f- 

bildet und das Produkt 

(p{x, y) f{x, y) = y}{x, y) 

wieder nach dem Laurentschen Satze entwickelt. Dabei fallen die 
Glieder mit negativen Potenzen von y fort, so daB also y) eine 
analytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereicli hin ge- 
stattet. Und da nun q){x, ij) sich ebenfalls in analytisch ver- 
halt, so ergibt die Darstellung 

(3) /(^> y) = 

das erwiinschte Eesultat. 


1) Diese Formulierung ist fur die Anwendungen bequem. Dem Inhalt 
nach ist es ja egal, ob man die Bedingung in der Gestalt (1) oder (2) ansetzt. 
Osgood, Fun ktionentheorio. 11,1. 2. Aufl. 14 
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Hiermit ist auch zugleich gezeigt, daB die Bedingung (1) hin- 
reioht, denn diese subsumiert sich ja als ein besonderer Pall i 
ter (2). 

Urn die Notwendigkeit der Bedingung (1) zu beweisen, sej 
(a:“, 2 /o) eine in belegene singulare Stelle von f(x, y). Dann 
laBt sich / in der Nahe dieser Stelle durch die Pormel darstelh 


I 


I 




wobei P und Q sich beide in (a:®, analytisch verhalten und P 
dort verschwindet, und wo auBerdem P und Q im Punkte (a:®, y^) 
keinen gemeinsamen Toiler haben. 

Ist nun 

P(x®, 2/) ^ 0, 


so laBt sich der Vorbereitungssatz auf P(x,y) anwenden: 
P(a:, y) =G{x,y)Q[x, y) , 

y) = {y-y^Y + o^^y-y^y-^ + 


und da hier 


-P y)={y- yoY (a;®, y) , Q {x\ y,) + 0 


ist, so gibt es keinen zweiten Punkt y' der Umgebung von y^, 
wofur (a:®, y') eine singulare Stelle von f[x, y) ware. 

Jetzt behaupte ich: Die Punktion P{x\ y) verschwindet 
nicht identisch. Im anderen Palle wiirde es namlich einen gan- 
zen den Punkt y^^ umfassenden Bereich t des Kreises 


I 2/ 1 ^ S' 

geben, derart, daB, wenn y ein beliebiger Punkt von t ist, der 
Punkt (a;®, y) zu einer singularen Stelle von / wird. 

Diesen Bereich r lasse man nun wachsen. Br kann den gan- 
zen Kreis ® nicht ausfullen, denn / verhalt sich ja analytisch, 
wenn y im Emge 'k^\y\^K und (a;) beliebig in § liegt. Sei 
also 2 /, em Grenzpunkt, woriiber t sich nicht hinaus dehnen kann. 
betzt man nun die Eelation (4) fiir den Punkt (a;®, y^) an: 

so fiihrt sowohl die Annahme: P,{x\y)^Q, als auch die 
andere. Pj,(a®, direkt zu einern Widerspruch. 
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Hiermit haben wir also das Eesultat erreicht, daB die Pimkte 
yQ von welche mit einer vorgegebenen Stelle (x^) von § znsani- 
mengenommen singulare Stellen {x^,yo) von f{x,y) befem, eine 
im abgescblossenen Bereicbe ® isolierte, xmd daram ancb end- 
licbe Menge bilden. Im iibrigen liegen diese Pimkte yQ alle scbon 
im Kreise 

S': \y\^k. 

Sind auBerwesentlicbe singulare Stellen zweiter Art vorbanden, 
so liegt jeder zu einer davon fiibrende Punkt auf einer 

(2m — 2)-facb ausgedebnten Mannigfaltigkeit^) SK des Bereicbes 
vgl. § 1. Sei (x^) ein Punkt von §, welcber nicbt auf SJl liegt, 

und sei I die Anzabl der im Kreise S belegenen Pole yQ, jeden 

mit der geborigen Multiplizitat gezablt. Sodann erkennt man, 

indem man den Vorbereitungssatz auf den Nenner P{x,y) von 
(4) anwendet, dafl I fiir alle anderen Punkte einer gewissen Nacb- 
barscbaft von (x^) den gleicben Wert beibebalt. DemgemaB ist 
aber I aucb im ganzen Bereicbe § exklusive der Punkte von 3JI 
konstant. 

Wir bezeicbnen nun die zum Punkt ( 
mit yi, y I nnd bilden die Summe 

2/i "f" * * * “h 2/z ” ^m) • 

Letztere Funktion ist eindeutig im Bereicbe Q exklusive der 
Menge 931, und verbalt sicb dort analytiscb. Im ubrigen bleibt sie 
endlicb in den Punkten von 93f. Nacb dem ersten Satze von § 5 
bat sie also nur bebbare Unstetigkeiten in 9Ji und laBt sicb somit 
zu einer in § ausnabmslos analytischen Funktion erganzen. 

Daraus ergibt sicb, daB die GroBen Wurzeln einer 

Gleicbung 

y) = y^ + h h- = o 

sind, wobei Aj^(x) = Aj,(Xj, , , ,, x^) sicb in ^ analytiscb verbalt. 

Bildet man nun die Funktion 

<p(x, y)f{x, y) = fix, y) 

und niinmt man (x) in § willkiirlicb an, so weist ^^{x, y) , als 
Funktion von y allein betracbtet, nur bebbare Unstetigkeiten in 


1) Im Falle m = 1 reduziert sich 501 auf eine endliche Anzahl von Punkten. 

14* 
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® auf. Mithin laBt sich in jedem Punkte (x,y) 

f{x,y) definiert ist, durch die Integralformel darstellen: ’ ° 




v) 


drj . 


Dabei wird das Integral tiber einen Kreis C: | ?/ [ = ^ 

erstreckt, wo « eine geeignete positive Zahl bedeutet. Die recbte 
Hand stehende Punktion verhalt sich aber analytisch in iedem 
Punkte von T^, und hiennit ist nun der Beweis erbracht. 

Meromorphe Fortsetmng. Die naehstehenden Satze lassen sich 
bequemer aussprechen, wenn es uns gestattet wird, den Begriff 
der meromorphen Portsetzung einzufuhren. Sei 
Punkte meromorph, und sei L eine einfache regulars 

von L ausgehende Kurve. LaBt sich L in einem solchen 2n-dinien- 
sionalen Eohrchen B einbetten, daB sich die analytische Port- 
setzung von / im Innern von B uberall dort meromorph verhalt 
so sagen wir, f gestattet meromorphe Fortseizung langs L Wip 
d.» den Ml, deB L eohneidet, 

ist, hegt nun auf der Hand. 

Wir smd jetzt in der Lage, Levis Ubertragung des Hartogs- 
sehen Satzes von § 10 auf den meromorphen Pall zu begrtinden. 
Dabei erteilen wir dem Satze zugleich eine allgemeinere Pormu- 

herung und sprechen ihn auch fur den Pall von m -f- 1 Arvo 
menten aus. 

ciVTj ^(^ 1 ’ • • •» 2/) = /(a:, y) eine Funktion, welche 

sick %n 'jedem Punkte der Menge 

Z: 


y|=Z, 0<Z, 


Xj 


■ a,-. 


meromo* i, « Teik P„,* an^hjlisM verm 

und sich Idngs keines der Wege ’ 


L: 


y = 0 


X, 


■■ a, 


hs Punkt (x,y) - (a, 0) meromorph fortsetzen Id/Jt. 

AlsdcLun gibt es einen JBereich 


i=l, .. 






i= I,. 


mulierung dieses Satzes^vor. ^ ™ wesentlichen eine andere For- 

hervorgeht, zeigt das 

n >y) wo ?> un Antang irreduktibel ist. 
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derart, da§ f{x,y) sich in jedem Punhte {x,y), wo {x) in § Ikgl 
und \ y \ — ist) meTOMorph verhcdt, wodirend and&rerseiis jedem 
Punkte (a:") von § ein PunU y^ = Qe»*, 0 ^ ^ < Z entsprichi, 
wofilr f{x,y) Idngs der Strecke 

W Q<t^K, = 

iis iu jede N ctcKbaTschaft der Stelle y^ kinein ftwroMorph fort- 
gesetzt warden kann, ohne jedoch diesen PunU selbst m erreichen, 

Sei yi = Ke^^ ein beliebiger Punkt des Kreises \y \ — K. 
1st {x,y) ={a,y^) eine singulare Stelle von f{x,y), so laBt sich 
f in der Nahe von (a, j/j) in der Form darstellen: 


y) = 


y) 

y) ’ 


wo (p nnd yj im Punkte (a, yi) teilerfremd gegeneinander sind. 
Palle 


(p{a,y)^0 


Im 


ist, beweist man mit Hilfe des Vorbereitungssatzes geradeso wie 
vorhin, daB es keinen zweiten Punkt y' der Umgebung von y^ 
gibt, wofiir {a,y') ein singularer Punkt von f{x,y) ware. 

Ware dagegen cp{a,y) = 0, so miiBte auch jeder Punkt {a,y), 
\y\ =K, eine singulare Stelle von f{x,y) sein, und dies ver- 
stoBt eben gegen die Voraussetzung. 

Hiermit hat sich ergeben, daB hochstens eine endhche An- 
zahl singularer Punkte {a,y), wo K — e<\y\<K + 8 ist, vor- 
handen sein konnen. Indem wir nun K notigenfalls durch eine 
etwas groBere Zahl ersetzen, wird sich f in jedem Punkte 
(a, JfiC®*), 0 g 0 < 27t, analytisch verhalten. Der Einfachheit hal- 
ber nehmen wir an, daB dies schon fiir die urspriingliche GroBe 
K zutrifft. 

DemgemaB gibt es einen Bereich 

derart, daB, wenn (x*®) ein beliebiger Punkt von § und \ if \ ~ K 
ist, f{x,y) sich nicht bloB meromorph, sondern sogar analytisch 
im Punkte (x^, y') verhalt. 

Ware nun der Satz nicht richtig, so muBte es einen Punkt 
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(xo) von § geben, wofiir die Funktion fix,y) sich langs jedes 
Weges 

y = te^*, 0 = const., X{= x°, i=i, 

bis in den Punkt (x, y) = (x<>, 0) meromorph fortsetzen laBt. 
Durch diese Fortsetzungen wird aber f{x, ‘y) zu einer Funktion 
erweitert — wir betrachten / namlich zuerst bloB in der Umge- 
bung der Menge U — , welche sich in einem Bereiche 


\y\ 


:e. 


\Xi-x’}\ ^Si, 


m, 


wo 0 a Si < hi I a:? a,- 1 ist, meromorph und auBerdem in den 

Punkten (a;®, i/) davon, wofiir \ y\=K ist, analytisch verhalt. 

Hiermit sind nun alle Bedingungen des ersten Teiles des 
Hilfssatzes fiir einen Bereich 


T: 


h^\y\^K, 


Xi-X^\ ^Si, 


« = 1, 


erfiiUt, und darum muB es, der Laurentschen Entwicklune urn 
den Punkt {x,y) = (a:*, 0): 

oo 

= 2vn{x)y‘^, 

n =s — 00 

entsprechend, I im Bereiche 

Mi-a:®! 

analytische Funktionen a, (a;) geben, derart, daB die Gleichung 
(^) yn-i(x:) + cii(x)y„_i_^_^(^x) 4- . . . -p ai(x)y„(x) = 0 

fiir alle Werte w = — 1 , _ 2, . . . besteht. 

Andererseits werde f{x,y) urn den Punkt (a;, y) = (a, 0) nach 
dem Laurentschen Satze entwickelt: 


( 3 ) 


00 

/(^, y) =2gn{x)y”. 


Da die Entwicklungen (1) und (3) iibereinstimmen, wenn (x) in 
6 liegt und \ y\^K ist, so folgt hieraus, daB identiscli 

gn{x) =y^[x), — CO < n < CO . 

Jetzt erkennt man, daB auch die unendlich vielen Gleichungen 
in den Unbekannten ^ 

W ^ogn-i{x) + iig„_i^^(x) + . . . + iig„(x) = 0, 


« = - 2 , 
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deren Koeffizienten g-i{x),g_ 2 {x), • » . sieh im Bereiche § ana- 
lytisch. vGilialtGn, zuiiachst im BGrGicha ^ GitiG yon dor idGntiscliGn 
vGrschiGdGnG Losung zulassGn. Aus dor TliGorie dor HnearGn Ab- 
hangigkGiti) weitGr, daB es I + 1 in ^ analytischo nicbt 

allG idGntisch vorschwindGnde PunktionGn Ai(x) gibt, dGrart, daB 
in allGn PunktGn von § diG GlGichung besteht: 

(5) Ao(x)g^_j(x) + A^{x)g^_^^^{x) + • • • + Ai{x)g^(x) = 0. 

Nach dem zwGiten TGile dos Hilfssatzos gastattot somit dia 
Punktion f{x,y) aina maromorpbe Portsatzung tiber den ganzen 
Bereich 

Pi • 1 2/ I — ? 1 I ^ j * = 1 , . . . , m, 

und biermit ist man zu ainem Widerspracb gefiibrt worden. 

Dev Fall in = 1. Im Palle m —1 besteht ein aUgemeinerar 
Satz, indem man die Bedingung fallen laBt, wonach f{x,y) in 
ainem Teile der Punkta von Z sich analytisch verhalten soli. 
Sollte namlich in diesem Palle 


(p{a,y)~0, 

so ergibt der erweiterte WaierstraBsche Vorbareitungssatz, daB 
(p{x,y) = {x~ay(p^{x,y), (Piia,y)^0, 

Indem man nun 

/i(^. y) = {x-ayf{x, y) 

setzt, erfullt die Punktion h schon dia bewuBte Bedingung. 
Hieraus erkennt man aber sofort die Eichtigkeit des erweiterten 
Satzes. 

Zusatz. Sei P ein Bandpunkt einer Hyperhugel S und sei 
eine Funktion , welche sich in dem au/^erhalh S? be- 
legenen Teile T der Umgehung von P meromorph verJidlt. Bann 
Idjit sich f am Punkte P uher T hinaus ins Innere von mero- 
morph fortsetzen. 

Wir wollen den Punkt P in den Anfang und den Mittelpunkt 
0 von S nach dem Punkte (— a,0,...,0) verlegen, wobei a reell 


1) Vgl. Bocher, Algebra, Kap. Ill, IV. 
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und positiv sei. Dann ist a gleich dem Eadius B von 
■dbrigen setzen wir 

y } ^ ^Jcf A = 1, . . m = M — 1, 

/ (% ? • • • ? -^n) ^ f (,^3 y) • 

Fiir eine geeignete positive Zahl K sind nun alle Bedingun- 
gen des vorstehenden Theorems, hochstens bis auf eine, erfullt. 
Es konnte namlich f{x,y) denkbarerweise in jedem Punkte (O,?/), 

\ y \ —E, eine singulare Stelle haben. 

Dem konnen wir aber durch folgende Transformation ab- 
helfen: 

(b) % “f" 

wobei die in zweckmaBiger Weise, einzuscHranken sind. Sei 

% = + = + yj^^ aT, + ipj,, 

y = yi + iy2- 

Die inneren und Eandpunkte von St werden an die Beziehung 
gekniipft : 

m 

vl + ^{^l + nl) + 2 /! + y\ ^ 

^ = 2 

Oder auch, indem wir 

m 

2m + n‘‘)=Q^ 

* = 1 

setzen, 

( 7 ) ‘^ak+Q^+yl + yl^o. 

Durch (6) gehen dieselben in Punkte {x', y) iiber, welche der fol- 
genden Ungleicbung geniigen: 

(®) 2afj + q'^ + 952 + ^ 0, 

wo 

9^2 = (1 + ‘laa^yl — ia^iyiy^ + (1 — ‘iaa-^yl 

ist, und wo 9J3 ein Polynom bedeutet, welches keine Glieder 
von niederem als dem 3. Grade enthalt. 

Ich behaupte nun: Es gibt eine positive Zahl e, eine Umge- 
bung T von P, und eine Hyperkugel 

derart, dab, fiir jede an die Bedingungen 

\Yk\<e, 


/: = 1 , . . . , 
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gekniipfte Wahl der Koeffizienten y*, alle im Innem oder am 
Eande von ® nnd zugleich auch in r gelegenen Pimkte {x, y) in 
Pnnkte {x\ y) iibergehen, welche im Innem oder am Eande von 
liegen. 

Znm Beweise nehmen wir eine reelle Zahl 1 > 1 , sowie eine 
positive Zahl s an, verlangen nun, daB 

sei, und versuchen dann, der Ungleichung 


(9) 


Q'^' + yl + yl 

X 


^ Q'^+<P^+ (pz 


fiir alle Punkte einer bestimmten Umgebung t' von P zu ge- 
niigen. Gelingt uns das, so folgt dann aus (9), daB im Bereiche t' 

2 a|; + + ^ 2a|; + + 993 


ist. DemgemaB warden solche Punkte von r', welche der Eelation 
(8) geniigen und daher inneren oder Eandpunkten von ® ent- 
sprechen, auch an die Bedingung 

+yl + yl^0 

gekniipft sein und somit im Innem Oder am ilande emer Hyper- 
kugel vom Eadius a' = Xa hegen. Das Abbild von t' wird 
eben der in Aussicht genommene Bereich r sein. 

Die Bestimmung eines der Eelation (9) entsprechenden Be- 
reiches r' geschieht nun, wie folgt. Wir konnen zunachst (9) in 
der Form umschreiben: 

(10) -<?3^(l-l)e'"+%. 

WO 

(1 — ^ + 2a«i)2/2-4ai3i2/i2/2+ (l — \ — 

gesetzt ist. Indem wir X geniigend groB und s geniigend klein 
wahlen, konnen wir erzielen, daB 

(1 — -j “ 2ae^ ij\ 4ae2/i?/2 + (^1 + yl 

eine positive definite quadratisclie Form wird. Sei 
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Dann wird 

sein. Die Eelation 

hat aber offenbar fiir eine gewisse Umgebung r' von P statt, 
sofern e gentigend klein und die y-k, der Bedingimg | | < e ge- 

maB, gewahlt werden. Hiermit ist denn die Eelation (10), und 
somit auch (9) erzielt. 

Jetzt ist nur noch ein kurzer Schritt zur Vollendung des Be- 
weises. Wir schranken r notigenfalls ferner noch so ein, daB der 
auBerhalb ® belegene Teil von r in T liegt. Sodann bestimmen 
wir K so, daB alle Punkte (0, y), wofiir 0 <\y\ ist, in 
liegen. 

Sei 7j ein Punkt des Kreises \ y\=K. Dann laBt sich f(x,y) 
in der Nahe des Punktes {0,r]) durch die Formel darstellen: 




y) 
y) ’ 


■wobei 9 und f sieh beide im Punkte (0, ?y) analytisch verhalten 
und auBerdem — dies ist ja der Fall, der uns die ganze Schwierig- 
keit gemacht hat — 


<p{0, y) = 0. 


Wir entwickein jetzt <p nach dem Taylorschen Lehrsatze: 


(p{x,y) =^^{x){y — riY + + •••, 


Der Bereich 

\y~ri\<'h, \xt:\<h, 


A = 1 , . . . , 7/i, 


werde so gewahlt, daB die Eeihe in demselben konvergiert, und 
daB er auBerdem in t liegt. 

Sei (c) = ein Punkt des Bereiches \Xj^\ < h, wo- 

fiir 

9^/ii (^) ‘ j ^m) B 

ist, und sei auBerdem noch 


CJc\<eK^ 


A' — 1 , , 
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Indem wir nun 



setzen, geht die Funktion 

+ ••• 

in eine Funktion o){x',y) iiber, welche im Punkte {x',y) = {0,7]) 
nicht verschwindet, denn es ist 

(o{ 0 .r]) = , y^rj^) = (p^ (c ) . 

DemgemaB wird auch in eine Funktion <p'{x\ y) transfer- 

miert, derart, daB 

wird. 

Da nun die Funktion f{x\y), wo 

iiber den Anfang hinaus meromorph fortgesetzt werden kann, so 
gilt dies auch von f{x,y), und hiermit ist der Beweis vollstandig 
erbracht. 

Definition, Als wesenfliche singuldre Stelle einer eindeutigen 
monogenen analytischen Funktion wird jeder singu- 

lare Punkt derselben bezeichnet, worin sich die Funktion nicht 
meromorph verhalt.^) 

Ist die Funktion dagegen mehrdeutig, so kann es vorkom- 
men, i) daB sich dieselbe langs einer einfachen Kurve L mit dem 
einen Endpunkte (a) bis in jede Umgebung von (a) meromorph 
fortsetzen laBt, ohne (a) indessen jemals zu erreichen: und ferner, 
ii) daB sich eine Hyperkugel ^ um (a) von folgender Beschaffen- 
heit legen laBt. Sei der Bogen von L, welcher den einen End- 
punkt in (a), den aiideren am Eande von ® hat und sonst ganz 
in ® liegt. Sei ferner ein Funktionselement , welches 

einer meromorphen Fortsetzung langs L in einen innerhalb S ge- 
legenen Punkt von entspricht. Und nun sollen alle Fort- 
setzungen von f langs in ® gelegener Wege nur zu einer eindeuti- 

1) WeierstraB, Funhtionenlehre, S. 130 = TVer/ce, Bd. 2, S. 156. Auf 
mehrdeutige Funktionen wird die Definition daselbst nicht ausgedehnt. Ini 
iibrigen werde die Annahme ausdrlicklich betont, daB es in jeder Umgebung 
einer singularen Stelle Punkte des Definitionsbereiches der Funktion geben 
muB. 
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gen Funktion fiihren. Dann wird (a) als eine wesentliche singu 
Idre Stelle des der Kurve L entsprechenden Zweiges von / be 
nannt. 

Im iibrigen braucht L im Punkte (a) nicht regular zu sein 
Dann soil aber jeder nicht bis an (a) bin reichende Bogen von L 
regular sein, und auBerdem sollen die Punkte von L keine Han- 
fungsstelle auBer (a) haben, welche nicht auf L liegt. 

Die Definitionen gelten auch im Falle n — 1. 


§ 13. Levis Satz betreffend meromorpbe Fortsetzung. 

Den Satz von § 11 hat Levi auf den Fall meromorphen 
Verhaltens ausgedehnt. 

Der Levische Satz.^) Sei T ein endlicher Bereich des 2n- 
dimensionalen Baumes, dessen Band aus einem einzigen Stucke he- 
stehtf und sei ferner eine Funhtion, welche sich am 

Bande von T meromorph' verhdlt Dann ld§t sich f durch analytische 
Fortsetzung zu einer im ganzen Bereiche T meromor'phen Funktion 
ergdnzen. 

Der Beweis gestaltet sich geradeso, wie im analogen Falle, 
§ 11, indem man dort die in Betracht kommenden analytischen 
Fortsetzungen jetzt durch meromorphe Fortsetzungen ersetzt. 

Ein weiterer, dem letzten Theorem von § 11 analoger Satz, 
welcher sich aus dem Zusatze von § 12 unmitt elbar ergibt, ist 
folgender. 

Theorem,^) Sei E eine abgeschlossene Punkimenge des 2n- 
dimensionalen Baumes, und sei r die Entfernung eines heliebigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E hahe r ein relatives Maximum. 

Sei ferner T ein Bereich, dessen Band zum Teil oder ganz aus 
den Punkten von E besteht, in der Ndhe von P aber keine nicht zu 
E gehorigen Bandjpunkte besitzt, und au^erdem von der Fortsetzung 
der Strecke 0 P in der Ndhe von P getroffen wird. 

Alsdann kann es keine Funktion f{^i,>..,Zn) gelen, vwlche 
sich in T meromorjph verhdlt und in P eine wesentliche singuldre 
Stelle besitzt. 




1) Levi, a. a. 0., S. 71. 

2) Levi, a. a. 0., S. 71. 
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Insbesondere biirgen diese Satze dafiir, daB der Bereieh T, 
in welch em sich eine monogene analytische Funktion mehrerer 
Argumente resp. ein Zweig einer mehrdeutigen analytisehen 
Funktion meromorph verhalt, nicht zum Teil von eineni Eand- 
stiick B begrenzt werden kann, welches in einer im Endlichen ge- 
schlossenen Hyperoberflache (3 eingeschlossen werden kann, wo- 
bei jeder Punkt von @ im Innem von T liegt. 

Widerlegung eines W eierstra^schen Satzes, 1st T ein be- 
liebiges Kontinuum der ^-Ebene, so gibt es bekanntlich Eunktio- 
nen, welche sich in jedem Punkt e von T analytisch verhalten, 
sich aber nirgends uber den Band von T hinaus analytisch fort- 
setzen lassen; vgl. Bd. I, Kap. 11, § 13. Mit anderen Worten, 
decken sich die Definitonsbereiche der eindeutigen monogenen 
analytisehen Punktionen einer Variabelen genau mit den Kontinuen 
der 0-Ebene. 

DaB ein entsprechender Satz fiir Punktionen mehrerer Ar- 
gumente nicht statt hat, erhellt schon daraus, daB selbst eine 
monogene analytische Punktion zweier Variabelen keine isolierte 
singulare Stelle haben kann; vgl. §§ 3, 4. 

Es ware indessen denkbar, daB der Satz eine Verallgemeine- 
rung zulieBe, indem man das Wort analytisch durch meromorph 
ersetzt. Und dies hat WeierstraB^) auch wirklich geglaubt. 
Nach ihm soli folgendes Theorem gelten: Sei T ein beliebiges 
Kontinuum des 2?^-dimensionalen Eaumes der komplexen Varia- 
belen (^ 1 , . . ., Dann gibt es stets eine Punktion 
welche meromorph 2) in T ist, sich aber nirgends liber den Band 
von T hinaus meromorph fortsetzen laBt. Dieser Satz ist indessen 
falsch, wie aus den vorstehenden Satzen unmittelbar erhellt.^) 

Aus dem Satze von § 10 ergibt sich unmittelbar, daB eine 
Punktion mehrerer Argumente niemals eine isolierte wesentliche 
singulare Stelle besitzen kann, und hiermit ist schon eine ein- 
fachere Widerlegung des WeierstraBschen Satzes geliefert. 


1) WeierstraB, Journ. /. Math., Bd. 89 (1880) S. 5 = Werhe, Bd. *2, 
S. 129. 

2) Diese Forderimg setzt ja die Eindeutigkeit der Funktion in alien 
Punkt en von T, wo sie definiert ist, voraus. 

3) Dieser Beweis ftir die Unrichtigkeit des WeierstraBschen Satzes 
ruhrt von Levi her (a. a. 0., S. 71), und ist wohl der erste, welcher veroffentlicht 
wurde. Vgl. aber auch eine Bemerkung von Hartogs, Math. Annalen, 
Bd. 70 (1911) S. 222. 
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§ 14 . Von Levis Randbedingnng. 

Wir wollen noch iiber eine von Levi^) erhaltene Bedingung 
berichten, wonach eine Hyperflache 

1) ^ 2 , Vx, ^ 

es Eaumes der Variabelen x = + ix^, y = + ^2/2 eine na 

3urliohe Grenze fiir eine analytische Funktion f{x,y) bilden kann 
3 ei 

<r/' \ A' A" J_A" A'^ n (dcp d<p I d(p d(p\( d^q> d^(p 

5(95) — Aj dyjxdx^dyi dx^dy 

\docidyi dx^dyJXdxidyi dx^dyi)’ 

¥obei 

und A'{(p, A29? ahnliche Ausdriicke in bedeuten. Wird nun 

die Funktion f{x,y) an derjenigen Seite von ( 1 ) betrachtet, wo 
(p> 0 ist, und soil ( 1 ) eine natiirliche Grenze fur / vorstellen, so 
besteht eine notwendige Bedingung hierfiir darin, daB in jedem 
Punkte von (1) die Eelation 

e(^) ^ 0 

statt babe. 

Ist dagegen 99 < 0 an der Seite von ( 1 ), wo f{x,y) betrachtet 
wird, so muB in jedem Punkte von ( 1 ) ©(99) ^0 sein. 

Im allgemeinen wird (£(99) in einem Punkte P von (1) nicht 
verschwinden, und dann wird ©(99) in der ganzen Umgebung von 
P das gleiche Vorzeichen beibehalten. Infolgeclessen wird die vor- 
stehende Bedingung an der einen Seite von ( 1 ) nicht erfiillt, und 
darum kann keine Funktion f{x,y) sich in diesein Eaume rnero- 
morph verhalten, ohne sich dabei uber (1) hinaus analytisch fort- 
setzen zu lassen. 

DaB die Bedingung (£(99) =0 rosp. {^{(p) > 0 in don Pimkton 
von (1) hinreicht, wird auch gezeigt.^) 


1) Levi, a. a. 0., S. 80. Vgl. auch Madison Colloquium, S. 177. 

2) Letzterer Satz wird in einem zweiten Aiifsatze bewiesen, Levi, An- 
nuli di Matematica, (3) 18 (1911) S. 69. 
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§ 15. Tiber bebbare Singnlaritaten in bezng anf meromorplie 

Portsetzung. 

In den Eahmen der Entwicklnngen dieses Kapitels gehdrt 
auch ein Satz, welcher znerst yon Hartogs^) bewiesen ist. Wir 
wollen ihn zunacbst in einer besehrankten Pormulierang aus- 
sprechen, welche jedoch fiir die Praxis hanfig die geeignetste ist. 

Im tibrigen haben die Satze dieses Paragraphen groBe Abn- 
lichkeit mit dem 2. Hauptsatz von § 4 iind dem 2. Satze von § 5, 
nebst deren Verallgemeinerungen. 

Satz. Im Innern ernes Bereiches T des 2n-dimensionalen 
Baumes sei eine Funhtion i'm allgemeinen meromorpJi,^) 

Dahei mogen die inneren Punhte Q von T, wofilr dieses Verhalten 
nicht vorausgesetzt wird, auf analytischen Gehilden {n — 2)-ier Stufe 
liegen, welche sich in der Umgelung keines inneren Punktes von T 
hdufen, Dann verhdlt sich /(%, . . .,Zn), hdchstens von hebbaren TJn- 
stetigkeiten abgesehen, ausnahmslos meromorph im Innem von T. 

Den Beweis wollen wir vermoge der Levischen Metboden und 
im AnscbluB an die ScbluBweise von § 4 fiibren. Sei Q ein belie- 
biger der Ausnabmepnnkte. Dann verlegen wir den Anfang in Q 
und nebmen die Koordinatenacbsen auBerdem so an, daB die 
transformierte Funktion 

/(^l, . . .,Zn) =F{w,Z, X^, . . m=^n- 2 , 

vor allem sicb in einem Punkte {w,z,x) ={c,0,0), ana- 

lytisch, in jedem Punkte {w,0,0), \w\=\c\, aber wenigstens 
meromorpb verbalt. 

Die Moglicbkeit einer solcben Transformation erkennt man, 
wie folgt. Zunacbst werde g so bestimmt, daB der Bereicb 

\zj,\<g, x=:i, 

in T liegt. Sollte nun insbesondere der Punkt (c,0,...,0), 
c =1^, ein singularer Punkt von f{zi, . . ,,Zn) sein, so kann man 


1) Math. Annalen, Bd. 70 (1911) S. 207. Kistler hatte den Satz in 
seiner Dissertation, 1905 (vgl. S. 30) bereits ausgesprochen. Sein Beweis be- 
ruht aber auf einem griindlichen MiBverstandnisse der Cousinschen Satze, 
so daB man also wohl daran zweifeln kann, ob er irgendeinen stichlialtigen 
Grund hatte, an die Richtigkeit des Satzes zu glauben. 

2) Nach Definition bringt diese Forderung bereits die Eindeutigkeit der 
Funktion in alien Punkten, wo sie erklart ist, mit sich. 
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ja in beliebiger Nahe dieses Punktes einen zweiten Punkt 

(o + y2> • • • ? “/n) ? \'yh \ ^ ^ 3 * = 

finden, in welchem die Fnnktion sich analytisch verhalt. Alsdann 
gentigt es, die Transformation auszuiiben: 

+ Z-k==^W + ^ = 3 , 

am eine Fnnktion f==F(w,z,x) zn erhalten, welche sich im 
Punkt e {w,z,x) = (c,0,0) analytisch verhalt. Im ubrigen liegt 
der Bereich 

\w\<f, Ul<2. = (^ < V < 9 , 

bei passender Wahl von e, g, im transformierten Bereiche T'. 

1st (y®) eine besondere Bestimmung der Koeffizienten, welche 
den bewuBten Bedingnngen geniigt, so wird jeder Punkt (y) einer 
geeigneten Umgebung von (y®) auch eine solche zulassige Bestim- 
mung liefern. Bei nicht-spezialisierter Wahl von (y) und geeigne- 
ter Einschrankung der hj, lassen sich die Koordinaten {w\ z', x) 
jedes in einer gewissen Umgebung des Anfangs belegenen Aus- 
nahmepunktes, wie folgt, darstellen. Erstens ist w' Wurzel einer 
ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

-f- = 0, 

deren Koeffizienten Aj^ ~ Ajc{Xj, , , ,, x^) sich im Bereiche 

© • \ \ ^ * = 1 , . . . , m, 

analytisch verhalten und deren Spitze im Anfange liegt, und 
zweitens ist z' der Wert einer an diesem Gebilde eindeutigen ste- 
tigen im Anfange verschwindenden Fnnktion. Mithin geniigt z' 
einer Gleichung vom namlichen Typus. Insbesondere werden bei 
eventueller weiterer Einschrankung der hj, alle diese GrdBen 
w', z' an die Eelationen 

I I < P. I I < 3 

gebunden, wobei {x) beliebig in § liegt. 

Hiermit haben wir eine Funktion F{w^z,x) erhalten, welche 
sich in einem Punkte (c,0,0), c4=0, analytisch, in jedorn Punkte 
[to, 0,0), \w\~\c\~K, meromorph verhalt und sich ferner 
langs jedes Weges 

w — , 


K; 


(z,x) -( 0 , 0 ), 
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bis in jede Umgebung des Anfangs meromorph fortsetzen laBt. 
Ware nun der Satz nicht riehtig, so wiirde keine dieser Fort- 
setzungen bis in den Anfang selbst statt haben. Dann miifite es 
aber nach dem Levischen Satze von § 12, S. 212, einen Bereich 

1^1 <31 \Xj,\<Tj,^hj, 

geben, derart, daB, wenn {z^, x^) ein beliebiger Punkt desselben 
ist, die Punktion F{w, z,x) sich doch langs eines der Wege 

w = 0 ^K, d = const., (z, x) = {z^, x^), 

nicht bis in den Anfang meromorph fortsetzen laBt. 

Dies widerspricht aber dem wahren Sachverhalte, denn man 
braucht ja nur {x^) = (0), 0 < | | < g zu wahlen, um sicher zu 

sein, daB kein Punkt (w,z^,x^), \w\^K, ein Ausnahmepunkt 
ist, — daB sich also F(w,z,x) in all diesen Punkten meromorph 
verhalt. 

Hiermit ist nun der Beweis erbracht. Die SchluBweise berech- 
tigt aber zu einem allgemeineren Satze. 

Der erweiterte Satz, Sei F{w,ZiXj^, . . .,x^) in jedem 
Punkte der Menge 

Si \w\=K, 0<K; z = 0, — i=i, 

meromor'ph und au^erdem in einem dieser Punkte analyiisch, Giht 
es dann in jeder Umgehung des Punktes {z,x) = (0, 0) einen Punkt 
{z, x) derart, da§ F sich Idngs jedes der Wege 

L: w=te^^, 6 = const.; {z,x)—{z,x), 

bis in den Punkt {w , z, x) = {0 , z, x) meromor'ph fortsetzen Idf^t, 
so IdfSt sich F auch Idngs eines der Wege 

L: w=te^% O^t^K, 0 = const.; (^, a;) = (0, 0), 

bis in den Anfang meromorph fortsetzen. 

Hartogs erhalt eine Yerallgemeinerung des urspriinglichen 
Satzes, wonach die Ausnahmepunkte einen (2m + 2) - dimensiona- 
len Baum ausfiillen. Der vorstehende Satz geht aber noch weiter. 
So ware beispielsweise denkbar, daB jedem Punkte (a;') des Be- 
reiches 1 1 < r,- ein im Bereiche \ic\<K, \z\<g belegenes 

Kontinuum entsprache, dessen Grenzpunkte mit {x') zu- 

sammengenommen, stets zu einem wesentlichen singularen Punkte 

Osgood, Punktionentheorie. II, 1. 2. Aufi. 15 
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(w', z% a?!, . . x'J der Funktion F fiihren, wobei nun diese Punkte 
einen Bereicb des 2n-dimensionalen Eaumes abgrenzen, welche 
bis an den Anfang hinanreicht. Gibt es nun andererseits in jeder 
Nahe des Punktes = (0, 0, . . 0) einen Punk 

{ 0 , derart, daB F sich in alien Punkten 

wofiir nur \ w\^K ist, meromorph verhalt, 
so zeigt der Satz, daB ein solcher Sachverhalt ausgeschlossen ist 

Aus dem erweiterten Satze ergibt sich der folgende Satz ur 
ter eventueller Beniitzung einer geeigneten linearen Transformation 

Zusatz. In der Umgebung einer Stelle (a) sei eine FunUion 
F{0^, , , Zn) im allgemeinen meromor'ph. Ddbei sollen die Aus 
nahmepunMe auf einer reguldren Mannigfaltigkeit M^n-z (§ 7) liegen 
Dann ist F, Mchstens von Jiehbaren Singularitdten abgesehen, auch 
meromorph im Punkte (a) selhst 

§ 16. Von der Verteilung der Singularitaten. 

Die einfachsten Singularitaten, welche eine analytische Punk- 
tion von n Argumenten besitzen kann, sind Pole und auBerwesent- 
liche singulare Stellen zweiter Art. Erstere liegen auf analytischen 
Gebilden (?i — l)-ter, letztere auf solchen (n — 2)-ter Stufe; vgl, 
Kap. 2, § 17, woselbst auch die Notwendigkeit dieser Bedingung 
betont ist. 

Hartogs^) verallgemeinert diesen Satz, wie folgt: Ist 
in der Umgebung eines Punktes (^) = (a) im allge- 
meinen analytisch, und bilden die Punkte dieses Bereiches, iiber 
welche hinaus die Funktion sich nicht analytisch fortsetzen laBt, 
eine stetige (2n — 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 3Jf, so ist 
letztere notwendig ein analytisches Gebilde (n— l)-ter Stufe. Da- 
bei wird angenommen, daB 3K bei nicht-spezialisierter Wahl des 
Koordinatensystems sich in der Form darstellen laBt: 

^ 9 ^ (^1 > • • • ) Zn-i) j 

WO (f eine endlich vieldeutige stetige Funktion bedeutet. 

Auch der Fall, daB / mehrdeutig im genannten Bereiche ist, 
wird mit eingeschlossen. 

Der Beweis beruht auf den Eigenschaften einer im Falle 
n = 2, f~F{x,y), von Hartogs in seiner Dissertation^) ein- 

1) Acta Mathematical Bd. 32 (1908) S. 57. 

2) Math. Annalen, Bd. 62 (1905) S. 24. Vgl. auch The Madison Collo- 
quium, S. 150. 
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gefiihrten Funktion Vermoge letzterer Pnnktion werden auck 
die assoziierten Konvergenzradieii der Eeihenentwicklung von 
F(x,y) untersucht.^) 

§ 17. Hinreichende Bedingungen fiir analytisches Verlialten. 

Bei der Definition einer analytischen Pnnktion mehrerer Ver- 
anderlichen, Kap. I, § 5, wnrde insbesondere die Stetigkeit der 

Pnnktion vorausgesetzt. Es handelt sich jetzt nm die Anfhebnng 
dieser Porderung. 

Satz.^) In jedem Punkte {x,y) eines Zylinderhereiches 

T == {Ti, sei eine Funktion F(x,y) eindeutig definiert und 

den folgenden Bedingungen unterworfen. 

a) Erteilt man y einen heliehigen in helegenen festen Wert 
y', so soil sich F{x,y') analytisch in T-^ verhalten; und ebenso 
soil F{x',y), wo x' einen willkurlichen festen Punkt von Tj he- 
deutet, in Tg analytisch sein, 

b) F{x,y) soil endlich hleiben: 

\F{x,y)\<G. 

Dann verhdlt sich F{x, y), als Funktion der heiden unah- 

hdngigen Verdnderlichen {x,y) hetrachtet, analytisch in T, 

Dieses Theorem ist nm so merkwiirdiger, weil der entspre- 
chende Satz im reellen Gebiete nicht gilt. So ist beispielsweise 
die Pnnktion 

= (a:, 2/) + (0,0); /(0,0) = 0, 

fiir jeden reellen Wert y' von y eine im Intervalle — oo < x < oo 
analytische Pnnktion des reellen Argnments x; und ebenso, wenn 
man x festhalt, hangt die Pnnktion analytisch von y ab. Sie ist 
aber doch keine analytische Pnnktion von {x, y) in einem Be- 
reiche, welcher den Anfang nmfaBt. 

Es gentigt offenbar, den Satz fiir den Pall zu beweisen, daB 
Tjl und Tg Kreise sind, 

T^: \x \ < B; T^: 1 2/ 1 < S- 

Entwickelt man hier die Funktion in eine Potenzreihe nach y, 

(1) F{x, y) = fo{x) + f^{x)y + U{x)y^ + • • •, 

1) Madison Colloquium^ S. 149. 

2) Osgood, Math. Annalen, Bd. 52 (1899) S. 462. 

15 * 
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so ergibt sich zunachst, i) daB f^{x) =F{x,0) sich im Kreise 
Ti analytisch verhalt; sowie ii) daB 

\Ux)\<G8T\ 0<S^<S. 

Des weiteren verhalten sich iiberhaupt alls Koeffizienten f„(x) 
in Ti analytisch. Sonst sei f^{x) der erste Koeffizient, wofiir dies 
nicht zutrifft. Bildet man nun den Ausdruck 

, Fix,y) — U(x) — fi(x)y — - ■ — 

f{x,y) = — ^ , 

so verhalt sich y){x,y) vor allem fiir jeden festen Wert y=y', 
■wo 0 <\y' \ < S ist, analytisch in T^. 

Andererseits ist 

y) = fmi^) + fm+ii^)y + ■• ■> 2/4=0- 

Aus dieser Darstellung schlieBen wir aber, wie sogleich des nahe- 
ren ausgefiihrt -werden soil, daB ip{x, y) beim Grenziibergange 
limy = 0 einem Grenz-wert, und z'war dem Werte /^(a;), gleich- 
maBig zustrebt. Aus dem 6. Satze von Bd. I, Kap. 7, § 5 folgt 
daim, daB der Grenz'wert sich ebenfalls in Tj analytisch verhalt, 
womit wir denn am Ziele sind. 

Um den betreffenden Nachweis zu liefern, sei y irgendeine 
der Bedingung 0 < | ?/ 1 < S'! unterworfene Zahl. Dann ist 






< jGsr-(M)'= 




y\ 


2 / 1 ? 


woraus sich denn die gleichmaBige Konvergenz sofort ergibt. 

Hiermit erweisen sich die Glieder der Eeihe (1) als in T ana- 
lytische Funktionen der beiden unabhangigen Variabelen {x, y), 
Im iibrigen konvergiert die Eeihe gleichrnaBig in jedem Bereiche 


\ X \ < B, \y \ s < S, 

da namlich 

I fn {x) 2/” I < G s<Si<S. 

Der verallgemeinerte Satz. Sei F{xi, . . x,,, y^, . . y^ 

in jedem Punkte {x,y) eines {2n + 2m)-fach ausgedehnten Be- 
reiches S eindeutig erkldrt Einem beliehigen Punkte (x^, y^) von E 
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ents'preche fernerUn eine zylinderformige Umgebung 2*0 == (cTi, . . 

• • •> devaH, dafS, wenn (y) = (y') willkurlich in 

(t) = (ti, . . T^) angenommen und dann festgehalten wird, die 
FunUion y[, .,,,y'J sick in (a) = cr„) ana- 

lytisch verMlL Und ehenfalls, wenn (x) = {x') in (a) beliebig ge- 
wdhlt wird, soli F{x[, . . x'^, in (r) analytisch sein. 

Im ubrigen soil F{xx, • • •, x^, yi^ . . y^) in Fq endlich bleiben: 

<Go. 

Dann verhdlt sich F(Xi, . , Xn, yi, . , y^), aU FunMion alUr 
n + m Argumente betrachtet, analytisch in 2. 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir den Eall zu fiihren, daB 
2o ans dem Kreiszylinderbereiche 

j 1 | y^ j 

besteht. 1st insbesondere m = 1, so laBt sich der vorstehende Be- 
weis ohne weiteres auf diesen Fall ausdehnen. 

Wir nehmen also an, der Satz sei richtig fiir 
Argumente 2/i, . . beweisen ihn dann durch die Me- 

thode der vollstandigen Induktion fiir den Fall von m Argumen- 
ten, y^ , . . . , y^ . 

Erteilt man y^ einen fasten Wert, y'^, wofiir | | < ist, 

so erweist sich die Funktion, den Voraussetzungen zufolge, als 
analytisch in den n + m — l Argumenten ajj, . . ., ?/i, . . 

Und wenn man nun x\, , , .,x'^,y\, , , beliebig annimmt 

und dann festhalt, so hangt die Funktion auch analytisch von y^ 
ab. Hiermit sind alle Hypothesen des soeben erledigten Palles er- 
fiillt, und der Beweis ist erbracht. 

Andere Formulierung. Sei F{z-^, , , ,, in jedem PunJcte 
des Bereiches 

\Zi\< Bi, m, 

eindeutig erkldrt, und sei 4 + 

im Kreise | ^^ | < beliebig gewdhlt wird, analytisch im Kreise 
\ Zj^\ < Bjc, A = 1st F{zi, . , z^n) au^evdem ejidlicJi im ge~ 

nannten Bereiche, so ist F dort analytisch. 

Fiir den Fall m = 2 ist der Beweis bereits erbracht. Durch 
die Methode der vollstandigen Induktion laBt sich der Satz all- 
gemein beweisen. Setzt man ihn namlich fiir m =2,3,..., m~ 1 
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als richtig voraus und halt man dann f est , so erken. 

man, daB ™ Bereiche | 1 < /=i, 

analytisch von z^_x) abhangt. Hiermit hat man mit dem- 

jenigen Falle der ersten Formulierung, wofiir n=m—l, m = l 
ist, AnschluJB erreicht, und der Beweis ist fertig. 


§ 18. Fortsetzung. Bin Ubergangssatz. 

Wir wollen jetzt den ersten Satz von § 17 ins Auge fassen 
und die Voraussetzung b) dabei fortlassen. Zur Behandlung die- 
ses Falles bediirfen wir eines Satzes der Mengenlehre. 

Hilfssatz.^) In einem Bereiche S der Ebene sei eine Beihe 
von Punktmengen P^, Pg, . . . vorgelegt, welche folgenden Bedin- 
gungen genilgen: 

a) die Punlcte von P^ sind sdmtlieh in Pi^^ enthalten; 

b) in fteinem zwei-dimensionalen Kontinuum sind die Punkte 
von Pi uherall dicht. 

Ferner mdge mit 

lim Pi = P 

i=z 00 

die Menge der Punkte bezeichnet sein, die ilberhaupt an den Mengen 
Pi beteiligt sind, Dann kann kein Teil von P ein zwei-dimen- 
sionales Kontinuum bilden. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei a ein zwei-dimensionaler 
in P enthaltener Bereich. Dann gibt es innerhalb a einen Kreis 
0*1, welcher weder im Innern noch am Kande einen Punkt von P^ 
enthalt. Ferner gibt es in einen Kreis 0*2, welcher weder im 
Innern noch am Eande einen Punkt von P^ enthalt; usw. Diese 
Kreise Ui, 0*2, Ug,,.. haben aber mindestens einen gemeinsamen 
Punkt, und dieser liegt aufierdem in o*. Der gehort aber keiner 
Menge P,- an, und hiermit sind wir zu einern Widerspnich gefiihrt 
worden. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung des in Aussicht ge- 
nommenen Satzes. Sei K, 2/0) ein beliebiger Punkt von T, den 
wir nun als den Anfang annehmen wollen. Es geniigt offenbar, 

1) Dieser Satz nebst Beweis gilt allgemein fiir Punktmengen eines belie- 
big vielfach ausgedehnten Raumes. Fiir den Pall eines Iritervalls habe ich 
ihn im Amer, Journ. of Math., Bd. 19 (1897), S. 173 bewiesen. Vgl. auch 
Math. Annalen, Bd. 53 (1900), S. 462. 




§ 18. Portsetzung. Ein tJbergaiigssatz 
den Satz bloB fiir den Bereicb 
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x\<B, 


y\<s 


T’: 

zu beweisen. 

Sei 0 < < i?, and sei y' ein Punkt des Kreises 

\y\<S- 

Da die Funktion F{x,y') im abgesclilosseiien Bereiciie: 

B: I ic I ^ 

stetig ist, so ist sie dort auch endlich, Sei M{y') der Maximal- 
wert von F{x,y') im genannten Bereiehe. 

Wir wollen mit die Menge der Punkte y bezeiclmen, wo- 
fiir 

ist. Dann ist offenbar in enthalten. Des weiteren gehort 
jede im Innem von S belegene Haufungsstelle j/q von Punkten 
y' einer Menge P^ selbst zu dieser Menge. Denn die Punktion 
\F{x\y) |, wo aj' einen festen Punkt von B bedeutet, ist ja eine 
stetige Funktion von y, und darum ist insbesondere 

Vo) I = lim lP(a;', t/') | g i. 

y'-vo 

Aus dem Hilfssatzo ergibt sich nun, daB es eine Menge P^^ 
geben muB, deren Punkte in einem zwei-dimensionalen Teile r von 
^ iiberall dicht sind und somit r ganz ausfiillen. DemgemaB wird 
im Innern des Zylinderbereichs Z — {B,x) 

\F{x,y)\^N 

sein, und daher ist F{x, y) nach dem Satze von § 17 im genann- 
ten Bereiche eine analytische Punktion der beiden unabhangigen 
Variabelen {x,y). 

Satz.^) Ld^t man von den V oraussetzungen des ersten Satzes 
von § 17 die Fortsetzung b) fort, so gilt es in jeder Umgelung 
einer beliebigen Stelle (Xq, yo) von T ein vier-dimensionales Kon- 
tinuum Z, in welcJiem sich F[x,y) anahjtiscJi verhdlL 


1) Dieser und der folgende Satz finden sich in der soeben zitierten Note, 
Math. Annalen, Bd. 53 (1900), S. 461. Der erste wurde dort bewiesen, der 
zweite ist bloB als eine pragnante Formulierung des am Eingange dieses Para- 
graphen in Aussicht genommenen Satzes hingestellt. Das Verdienst seines Be- 
weises gebuhrt Hartogs, vgl. § 20. 


232 1, 3. Singulare Stellen xind analytische Fortset 25 ung. Kationale Funktion 

Wir wollen aber noch beweisen, daJB F selbst im Piinkte 
{^0, Vo) analytiscb ist. Nun kann man offenbar die Umgebung 
dieses Punktes so einschranken, daB es einen Kreiszylinderbereich 
£ mit dem Mittelpunkte in einem Punkte (%, y^) von Z gibt 
welcher den Punkt (xq, im Innern enthalt und zugleicb ganz 
in T liegt. Der Einfachheit halber verlegen wir den Anfang 
in den Punkt (%, y^ und stellen den Bereich %, wie folgt, dar 


It?:; 


a: I < SR, 


2/ 1 < <S- 


Dabei verbalt sich F(x,y) im Anfang analytiscb. 

Urn das in Anssicht gestellte Eesultat zu erlangen, geniigt 
also der Beweis des folgenden Satzes. Es sei uns noch gestattet 
die Buchstaben £,9?, © bzw. durch T,B,S zu ersetzen. 

Ebergangssatz. In einem Bereiche 

T- |a;|<B, |2/|<S 

sei F(x, y) eindeutig erUart. Ferner sei F(x, y') analytiscb m 
Kreise | a: | < B , wenn y' belielig im Kreise 1 2 / j < B angenommen 
und dann festgehalten wird; und ebenso sei F{x', y) im Kreise 
I 2/ 1 < S' analytiscb, wenn x' einen festen Punkt des Kreises 
I a; I < B bedeutet. 

Verbalt sich F{x,y) au/Serdem im Anfang analytiscb, so ist 
F{x,y) im ganzen Bereiche T analytiscb. 

Die tlberlegungen dieses Paragraphen iibertragen sich sofort 
auf Punktionen F{x^, . . ., x„, y^, . . ., y^) , wie sie in §17 be- 
trachtet sind, und die entsprechenden Satze brauchen wohl nicht 
besonders im Texte gedruckt zu werden. 


§ 19. Exkurs iiber die gliedweise Integration der Reihen. 

Es handelt sich hier um den Beweis des folgenden, zur Be- 
grundung des Hilfssatzes, §§ 20, 21, notigen Satzes. 

Hauptsatz.i) Vorgelegt sei eine Beihe reeller Funktiomn des 
reellen Arguments x: 

^1 (®) P U 2 (x) + • • • , 

1) Osgood, Amer. Joum. of Math., Bd. 19 (1897), S. 155. Alle Satze 
rad Beweismethoden dieses Paragraphen finden sich bereits in dieser Arbeit. 
Die Beweise lassen sich teils durch Kunstgriffe, teils durch Entwicklragen 
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deren Glieder Un{x) im Intervalle (x> ^ x sdmtlich stetig sind, 
v/Yid welche aulSerdem in jedem PunMe dieses Intervalls gegeyi ehien 
stetigen Grenzwert, f{x), konvergiert. Bleibt dahei die Sunifne 

^n(^) = Uj^{x) + Un(x), 

endlich, wenn x und n, unahhdngig voneinandefr , die Werte ihrer 
lezuglichen Mengen annehmen, so Idpt sick die Beihe gliedweise 
integrieren: 


b h & 



a a 


Der, Satz gilt allgemein fiir Eeihen, deren GKeder von m 
Argument en stetig abhangen, wobei dann das m-fache 

Integral fiber den Definitionsbereich der Glieder genommen wird. 
Andererseits darf erne mebrfache Eeibe vorgelegt sein, und beide 
Verallgemeinerungen dfirfen auch gleichzeitig eintreten. 

Unbeschadet der ^Allgemeinheit dfirfen wir voraussetzen, da6 
der Grenzwert f{x) =0 ist, da dies ja stets dadurch zu erzielen 
ist, dafi man das erste Glied Ui{x) durch Ui{x) — f{x) ersetzt. 
Endlich genfigt es, den Beweis ffir den PaU zu ffihren, daB 

0 ^ s^{x) 

ist, da man Sn{x) namlicb in die Summe 

s^{x) = (pn{x) + ^n(aj) 

spalten kann, wobei <Pn{^) Punkten, wo > 0 ist, 

gleich Sn{x) gesetzt wird, in alien fibrigen Punkten aber den Wert 
0 hat. Dann wird andererseits ^0 sein. Jede der Funktio- 
nen (pn{x),^n{^) ist stetig und hat den Grenzwert 0. DemgemaB 
setzen wir hinfort voraus, daB 

0 g Sn{x) ^ A 

sei, wo A eine Konstante bedeutet. 

Definition eines Punktes y. Sei Xq ein Punkt des Intervalls 
(a,&), d. h. ein Punkt der Menge a^x^h, und sei e eine an 
die Relation 0 < s < A geknfipfte Zahl. Kommt es nun vor, wie 

aus der Theorie der Lebesgueschen Integrale abkiirzen. Trotzdem ersclieint 
es als angebracht, die urspriinglichen Beweise liier wiederzugeben, denn sie 
setzen keine einschlagigen Kenntnisse voraus und lassen auch an Motiviermig 
nichts zu wiinsohen fibrig. 
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klein man anch die Umgebung Z des Punktes Xq -wahlen moge, 
daB es stets Zahlen n gibt, wofur in Punkten von Z 

£<S^{x) 

wird, so heiBt Xq ein Punkt y, 

Geometrisch betrachtet ist ein Punkt y ein solcher, in dessen 
Nahe unendlich viele Annaherungskurven y = Sn{x) sich Tiber 
dem Niveau y = e erheben; vgl. Bd. I, Kap. 3. 

1. Satz. Die Punkte y, falls welche in unendlicher Anmhl 
vorhanden sind, hilden eine ahgeschlossene Menge, welche in keinem 
Intervalle uberall dicht ist. 

DaB die Menge vor allem abgeschlossen sein muB, erhellt so- 
fort. Wtirde sie also in einem Teilintervalle a ^ x uberall 
dicht sein, so muBte aueh jeder Punkt dieses Intervalls zur Menge 
gehoren. 

Sei a?! ein innerer Punkt eines solchen Intervalles (a,/?). 
Dann gibt es eine Kurve 

2 / = 

welche sich in der Nahe von x-^ und also in einem Teil 
X ^ dieses Intervalls Tiber der Geraden y = e erhebt. 

Jetzt nehmen wir einen inneren Punkt x^ des Intervalls 
(«!, an und schlieBen ebenso wieder auf die Existenz einer 
Punktion 

y =s„..^{x), 

welche sich in einem Teile «2 ^ ^ /Ja dieses Intervalls Tiber der 

Geraden y — e erhebt. 

Durch unbegrenzte Wiederholung dieses Schrittes erhalt man 
eine unendliche Menge ineinander eingeschachtelter abgeschlossener 
Intervalle welche dann rnindestens einen Punkt f gernein- 

sam haben miissen. DemgemaB ist nun 

und dies vertragt sich eben nicht mit der Konvergenz von 
gegen 0. 

Von den Koniponente^i einer Punktmenge. Soion i\, 1\, . . . 
eine Eeihe von Punktmengen, wovon jede, in dor. darauf fob 
genden, Pn+i^ enthalten ist; und sei P die Menge aller Punkte, 
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•welche sich an den verschiedenen P„ beteiligen. Dann sehreiben 

P = HmP„ 

« s=oo 

nnd bezeichnen als eine Kcmfonente von P. 

Insbesondere diirfen alle Mengen von einem bestimmten %=m 
ab miteinander identisch sein. Dann wird auch P = sein. Im 
izbrigen diirfen einige der P„ noch keine Punkte entbalten bzw. 
aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteben. 

Die Menge G der Pnnkte y: G = {y) laBt sich, wie folgt, in 
eine Eeihe von Komponenten zerlegen. Zur Teilmenge G^ mogen 
namlich diejenigen Punkte gehoren, in denen 


ist. 


Sn{y) ^ S, 


£ ^ ye, 


2. Satz.^) Seien P^, Pg, . . . die Komponenten einer ahgeschlos- 
senen Punktmenge P, und seien In, I der du^ere Inhalt^) von Pn 
hzw, P. Im iibrigen sei P in heinem Intervalh uberall dicht Dann 
ist 

]imln=l. 


Vor allem ist klar, daB 


ist. Sei 


I n In + 1 I 

lira In = I'. 


Dann ist P ^ I, und es handelt sich also bloB um den Nachweis, 
daB das untere Zeichen gilt. 

Sei d eine beliebig kleine positive Zahl, und seien ferner die 
Zahlen (3i, (32, . . . so gewahlt, daJB 


(5 = (3i + (32 + • • *, 0 < (3,1. 


Die Punkte von P^ lassen sich in eine endliche Anzahl von 
Intervallen einschlieBen, deren Gesamtlange weniger als + (3i 
betragt^) : 

(Ai) + 


1) Bei der urspriiiiglichen Formiilierung dieses Satzes (a. a. 0. S. 178) 
habe ich noch verlangt, daB abgeschlossen sei, denn dies trifft ja fiir die 
in Aussicht genommene Anwendung schon zu. Von dieser Voraussetziing 
wurde indessen beim Beweise kein Gebrauch gemacht. 

2) Vgl. Bd. I, Kap. 5, § 12. 

3) Es wird zu keiner Konfiision fiihren, wenn wir sowohl das Intervall 
als auch die Lange des^elben mit dem Symbol bezeiclinen. 
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Im iibrigen soUen die Endpunkte der Intervalle nicht zu P g 
horen. 

Die Menge Pg hat keinen Punkt mit einera Endpunkte ein 
Intervalls gemeinsam, da dies nach Voraussetzung flir P gy- 
Sie liegt also zum Teil innerhalb dieser Intervalle i), zum Te 
auBerhalb derselben. Diese beiden Bestandteile von Pg mogen m 
Pg bzw. P'^, deren auBerer Inhalt mit bzw. bezeichnet we: 
den. Dann ist offenbar 
( 1 ) + 

Ich behaupte nun: die Menge P^ laBt sich in eine endliche 
Anzahl von Intervallen einschlieBen, deren Gesamtlange an die 

Uhgleichung gekniipft ist: 

(Aa) > <I,+ 8^+d^. 

X X 

Im iibrigen sollen die Endpunkte der Intervalle nicht zn P ge- 
hdren, und diese Intervalle soUen auch nicht Tiber die Intervalle 
tW hiniibergreifen. 

In der Tat kann man die Intervalle der genannten Art so 
■wahlen, daB 

(2) < -Is + ^2 

X 

ist. Da ferner ^ J' ist, so folgt aus (Aj), daB 

( 3 ) + 

X 

ist. Addiert man nun (2) und (3) zusammen und zieht man dann 
noch (1) heran, so ergibt sich (Ag). 

Durch Wiederholung dieser Uberlegung gelangen wir allgemein 
zur Relation 

(A„) + . . . <I.+ 3,+ 8, + ... + 

Dabei liegt die Menge P„ in einor endlichen Anzahl von Inter- 
vallen tW, t=t, n, welche nicht uboreinandergreifon und auch 
keinen Endpunkt mit einem Punkte von P goinoinsarn haben. 
Insbesondere diirfen einige der Summen linker Hand fehlen. 

T\ 1) ^sbesondere kann sie schon ganz innerhalb dieser Intervalle liegen. 
Dann fallt dieser nachste Schritt fort. Wir sind immerhin noch zur Relation 
(Ag) berechtigt, wobei jetzt die zweite Summe linker Hand nur durch 0 er- 
setzt werde. 
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Der Angelpunkt des ganzen Beweises besteht nun darin, dap 
die Anzahl der Intervalle hei wachsendem n nicht ins TJnejidliclie 
wdchsL Vielmehr gibt es eine best imm ta ZaM m derart, daB 
alle Pnt sowie aiich P, in den Intervallen *= 1 ,.. ,?«, nnd zwar 
im Innern derselben liegen. 

Ware dem namlich nicbt so — muBte man vielmehr bei 
wachsendem n immer noch neue Intervalle rW hinzimehmen , 
so wiirden die Endpunkte derselben, da alles in einem abgeschlos- 
senen Intervalle (a,b) liegt, eine HaufungssteUe x = i besitzen, 
welche denn auch eine HaufmigssteUe von Punkten der Menge P 
ware. Da P nach Voraussetzung abgeschlossen ist, so mnB | zn 
P gehoren und somit in einem bestimmten P^ vorkommen. Da- 
bei moge n die kleinste Zahl sein, wofiir dies eintritt. Dann hegt 
I im Innern eines gewissen Aus diesem Widerspruch ergibt 
sich der Beweis der Behanptung. 

Hiermit ist uns denn gelungen, die Menge P in eine endhche 
Anzahl von Intervallen einzuschlieBen, deren Gesamtlange 

+ • • • +2ri'‘^< + 8^+ d, + ■ ■ ■ + 

y. X X 

ist. Demnach muB I kleiner als die link^ 
sein. 

Andererseits ist ^ P, sowie + dg + • — h < <5 . Da- 

raus folgt denn schlieBlich, daB 

I <I' + d 

ist, und da nun P ^ I ist, so kann nur I' — I sein, w. z. b. w. 

3. Satz. In einem abgeschlossenen Intervalle a-^x^b sei 
(p{x) eine stetige Funktion, welche folgenden Bedingungen noch 
unterworfen wird. 

i) In jedem Punkte des Intervalls ist 

0 ^ (p(x) ^ A. 

ii) In jedem Punkte einer im genannten Intervalle enthaltenen 
abgeschlossenen Menge deren du^erer Inhalt ^ sei, ist 

gp(x) ^ s < A. 


b 

J (p{x)dx ^ A{b -- a — 2) • 

a 


Alsdann ist 
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Zum Beweise teile man das Intervall (a, b) durch die Punkte 
Xq = a, x^, . . x^^i, Xn=b < Xji.) in n gleiche Teile eiu 
und bilde die Summe 


S-n — ^k — l ^ ^ ^ 


Einer beliebig kleinen positiven Zahl rj entspricht dann eine natiir- 
liche Zahl m derart, daB 


J^(p{x)dx — rj<8n 


ist, sobald nur n ^ m genommen wird, wie auch immer die 
Punkte x[ gewahlt werden mogen. 

Sei In die Summe derjenigen Axj^, welche Intervallen ent* 
sprechen, in denen ein Punkt von $ (als innerer oder Endpunkt) 
Yorkommt. Die Summe der iibrigen Ax^ betragt dann h — a— In. 
In jedem Intervalle der ersten Gattung werde nun x[, in einen 
Punkt von ^ verlegt. DemgemaB wird fur ein solches Intervall 


9^ i^k) ^ 


sein. Dagegen wird in einem Intervalle der zweiten Gattung 
sicher 

q){x'f)Axj^^ AAxj^. 


Daraus ergibt sich, daB 

Sn ^ ein A {b — a — 1^) 
ist. Mithin muB auch 

b 

(x) dx Tj <C sin A (b — C(, — In) . 


Nun ist aber 


und hiermit ist der Satz bewiesen. 

Beweis cles Hauptsatzes. Wir sind rmnrnohr im Besitze alles 
Materials zum Beweise des Hauptsatzes. Sei e eine beliebig kleine 
positive Zahl, und man bestimme die dazu gehbrig(ai y-Punkte. 
Die Menge dieser Punkte haben wir mit G bezeichnet, und wir 
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haben diosGlb© in einer bestininiten Weise wieder in Komponen- 
ten Gn zerlegt. Seien I, der auBere Inhalt von G bzw. G^. Auf 
Gn und G ist nun der 2. Satz anwendbar. 

Sei <5 eine beliebig kleine positive Zabl. Dann konnen die 
Punkte von G in eine endliche Anzahl von IntervaUen r einge- 
schlossen werden, deren Gesamtlange 

2r<I-\-d 

wird. Ander^seits kann m so gewahlt werden, daB 

wird, sobald nur n'^m ist. 

Daraus ergibt sich die Eelation; 

Wir setzen — h und erhalten somit, da, ist, 

(4) 0</i-4<2(5. 

Die nicht zu den IntervaUen r gehorigen Punkte des Inter- 
vals (a, h) bilden eine endliche Anzahl komplementarer Inter- 
valle O', deren Summe 

( 5 ) ^a~h —a — h 

ist. Indem man die obige Zahl m notigenfalls vergroBert, kann 
man noch erreichen, daB in alien Punkten von a die Beziehung 
statt hat: 

(6) 0 ^ (re) < e , m 

Das abzuschatzende Integral werde nun, wie folgt, zerlegt: 

6 

J Sn{x)dx = f Sn{x)dx + J Sn{x) dx , ^ 

a (a) (r) 

Aus (6) und (5) ergibt sich, daB 

(7) y Sn{x)dx < {b — a — h)e. 

(o) 

Zur Abschatzung des zweiten Integrals rechter Hand wird der 
3. Satz herangezogen. Darnach wird 

(8) f Sn{x)dx ^InS + (Jl — In)A< In^ + 2A(5. 

(b 
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Hiermit erhalt man die endgiiltige Abschatzung: 

h 

J* Sn(x)dx < {b — a) e + 2Ad, 

a 

und der Beweis ist erbracht. 

Der ¥611 s^„(x). An Stelle von s„(x) darf die Funktion 
m, n zwei beliebige natiirliche Zahlen sind 
und s^^„(x) bei festen m, n stetig von x abhangj}, a^x^b 
Bleibt s^ „(x) endlich, so wird man sich wiederum auf den Fall 
beschranken konnen, dab stets 

0^s„,^„(x) ^A. 

Bei der Definition eines Punhtes y wird nun an Stelle der 
einen Zahl n bloB das Zahlenpaar (m,n) treten. 

Bei der Definition der Komponente wird jetzt die Bedin 
gung benutzt : 

Endlich wird beim Beweise des Hauptsatzes eine Zahl jx so 
gewahlt, daB a) 

sowie P) 

n (^) ^ ^ ^ ® ^ O'- 

§ 20. Der allgemeine Satz, n = 2. 

Den Dbergangssatz von § 18 hat Hartogs^) vermoge des 
folgenden Satzes bewiesen. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Reihe 

(1) fo{6) + fi{x)y + f^{x)tf -i , 

wohei sich fn{^) Kreise 

1 ^ I ^ 

analytisch verhdlt. Sei ferner vorausgeseizt, 

i) daj^ die Reihe, fur einen festen Wert yo^^O, im Kreise K 
gleichmdf^ig konvergiere; 

ii) dafS die Reihe, fur einen festen Wert yi + 0, im Kreise K 
schlechtweg konvergiere. 


1) Math. Annalen, Bd. 62 (1905), S. 9. 
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AlsdcLUU honvefgieTt die Reihe gleiclmid/Sig im Bereiclie 
\x\^B'<B, 1 2/1 I 2 /j 1 . 

Zur AbMrzung werde 1 2/o I = I 2/x 1 = B gesetzt. Im FaUe 
B ^ ^ ist, ergibt sioh. der Beweis sofort aus den allgemeinen 
Satzen betreffend Potenzreiben; vgl. Bd. I, S. 103. Sei also 
B>/?. 

Aus der Bedingung i) folgt, daB es eine von n nnd x unab- 
hangige natiirliche Zahl /i gibt derart, daB 

( 2 ) \fn{x)\<^ 

bleibt, wenn /x wad x beliebig im Kreise K genonimen war- 
den. (Wir ermnern daran, daJB die Fnnktion \fn{^)\ ibren grofi- 
ten Wert am Eande des Kreises K annimmt.) 

Perner schlieJBt man ans ii), daB jedem Punkte x des Kreises 
G: \ x \ — B eine natiirliche Zahl entspricht, derart, dafi 

(3) lfe(^)l<^ 

bleibt, sobald nur n'^ ist. 

Wir bilden jetzt die Punktion 

(4) -^logl/„(a:)| +logB. 

Sollte insbesondere /„(ir) identisch verschwinden, so werde die- 
selbe = 0 gesetzt. Die Punktion verhalt sich im Innern wad am 
Eande des Kreises K im allgemeinen harmonisch. Dabei bestehen 
die Ausnahmepunkte hochstens aus Polen, in welchen sie negativ 
unendlich wird. In jedem Eandpunkte von K nimmt sie also 
einen Eandwert an oder aber sie wird dort negativ unendlich. 

Aus (2) ergibt sich endlich, daB am Eande C von K die fol- 
gende Eelation statt hat: 

(5) [ ^ log I in {X) 1 + log B]^< log j , M S 

Wir zerlegen jetzt die Punktion (4) in zwei Teile: 

(6) I \og\f n{x) \ +\ogB = gn{^,ri) +h{^,v)> x = ^ + ir], 

tV 

wobei nun gn{^,ri), wie folgt, definiert wird. 

Osgood, Funktionentheorie. II, 1 . 2. Aufl. 


16 
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a) Im Innern des Kreises Z soil g„ harmonisch sein; 

b) Am Eande C von K soil dieser Piinktion uberall da, wo 
die Punktion (4) einen positiven Eandwert annimmt, der gleicbe 
Eandwert vorgesohrieben werden. In alien iibrigen Eandpunkten 
soil den Eandwert 0 annehmen. — Die Eandwerte von 
mogen mit =G„{y)), y> —aicox, bezeichnet werden. 

Daraus folgt, dafi durcbweg in K g„{i,r))'^0, sowie daB 
ist, und darum ist auch durchweg 

(7) ^logl/„(a:)l + logB 5?). 

Im iibrigen ist am Eande von K wegen (5) 

0 ^ ] gnii, v) lc= 
sowie femer wegen (3); 

Um Gnif) — 0. 

n — oo 

In jedem inneren Punkte (f,^) des Kreises K kann man 
nach der Methode von Bd. I, S. 686 abschatzen. So kommt: 

( 8 ) g„{^,rj) r=yi^+rj^<B, 

WO 

2 7t 

M„ = gn{0, 0) = I G„d%p. 

0 

Hiermit haben wir AnschluB an die Ergebnisse von § 19 er- 
reicht, denri G^(^) ist fiir jeden Wert von n eine stetige Punktion 
von xp im Intervalle welche fur alle Werte von xp 

im genannten Intervalle und fiir = 1 , 2 , . . . endlich und nicht- 
negativ bleibt: 

0^G„(v)<log®; 

und fernerhin ist fiir jeden Wert von ?/;, wie boreits boiiuirkt, 

lim G„ (f) = 0. 

n = 00 

Mithin entspricht einer beliebigen positiven Zahl s' eine natiirliche 
Zahl V derart, daB 
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§ 20. Der allgemeine Sate, n = 2 
Aus (8) folgt min, daB 


9n{l,ri)< 


1 B + r 


g', 


r<ie, 


Nimnit man also s > 0 beliebig klein, sowie a It beliebig nahe 
an B an nnd bestinunt man s' dann aus der Gleichung 

/ o B — B' 

® B + R' 

SO wird unter Benutzung von (9) und (8) 


( 10 ) 


Qni^, rj)<e, r = l/f*+57*^E', 


v</n.. 


Ans (7) schlieBt man jetzt, sofern f^{x) nieht identiscb ver- 
schwindet, daB 

^-log|/„(a;)| +logB<e, \x\^B', 

Oder auch 

(11) I /„(«) I < \x\^B', 


und diese letzte Eelation gilt selbst dann noch, ‘wenn fn{x) = 0. 
1st nun I ^ I ^ Si, so ergibt sich aus (11), daB 

(12) I fn (a:) t/" 1 < e^y, \x\^R', r£n. 

Hiernach braucht man e nur so zu wablen, da Si ja nach Voraus- 

setzung < I 2 /i I = B ist, daB 

S B 

e® < 1 , also £ < log ^ 

wird, um aus (12) auf die in Aussicht gestellte gleichmaBige Kon- 
vergenz der Eeihe (1) im Bereiche \ x \ ^ B' < B, \ y \ < Si < \ yi\ 
zu schlieBen. 

Beweis des Tlbergangssatzes, §18. Da f{x,y) sich nach 
Voraussetzung im Anfange analytisch verhalt, so gibt es zwei po- 
sitive Zahlen Bi^B, Si^S derart, daB die Darstellung 


(13) F{x,y) 

n = 0 

gilt, wobei die Eeihe im Bereiche 


B,-. 


16 * 


I a: I ^ El, 
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gleichmaBig konvergiert und f„(x) sich ina Kreise | a; | g ana- 
lytisch verhalt. Erteilt man y also einen von 0 verschiedenen 
Wert yo im Kreise ] t/ 1 ^ Bi, so ist hiermit die Bedingung i) des 
Hilfssatzes, bezogen auf den Kreis K = Kii | a; | ^ erfiillt. 

Jetzt nehme man y^ beliebig nahe am Eande des Kreises 
\y\=S dooh so, daB \yi\<S. Erteilt man x einen willkur- 
lichen Wert x' im Kreise | a: | ^ und halt man x' dann fest, so 
wird sich F(x',y), als Funktion von y allein betrachtet, dureh 
eine Reihe von der Form (13) darstellen lassen: 

00 

(14) F {x', y)=2(pn ix') y”. 

n = 0 

Im Kreise 1 2 / 1 ^ stimmt aber diese Eeihe mit der Eeihe (13) 
iiberein. Mithin muJB 

Daher konvergiert die Eeihe (13) schlechtweg fur y = 
und somit sind auch alle Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt. Dar- 
aus ergibt sich denn, daB die vorgelegte Funktion F{x,y) sich 
nicht bloB im Bereiche sondern noch im Bereiche 

S': \x\<R^, \y\ <S 

analytisch verhalt. 

Jetzt wird man eine neue Anwendung des Hilfssatzes machen, 
indem man nun von derselben Funktion F{x, y) ausgeht, aber 
von dem Umstande Gebraucht macht, daB dieselbe sich im Be- 
reiche B' analytisch verhalt. Indem man hier x und y ihre Eollen 
vertauschen laBt, schlieBt man nunmehr aus dem dahin abgeiin- 
derten Hilfssatze, daB F{x,y) sich im ganzen Bereiclie 

I ic I < B, \y \ < s 

analytisch verhalt, und hiermit ist der Beweis dc^s t)bergangs- 
satzes erbracht. 


§ 21. Verallgemeinerung auf Funktionen von n Argumenten. 

Urn den letzten Satz von § 17 unter Aufhebung der Endlich- 
keitsannahme zu beweisen, geniigt es, die Eiclitigkeit des ent- 
sprechenden Ubergangssatzes, § 18, darzutun. Da nun ersterer 
Satz fiir Funktionen zweier Argumente foststelit, s(j wird man ihn 
fiir Funktionen von 2,...,n — 1 Argumenten als riclitig voraus- 
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setzen und dann den in geeigneter Weise yerallgemeinerten Hilfs- 
satz Yon § 20 fur den Fall Yon n Argumenten nachweisen. Die 
Methode erhellt bereits aus der Behandlung des Palles dreier Ar- 
gumente. 

Ubergangssatz. Sei F{x,y,z) in jedem Punkte des Be- 
reiches 

2: I a? I < El, \y\<B^, 1^1 < S 3 

eindeutig erMdrt, Erteilt man irgend zweien der Argumente heliehige 
in ihren iezuglichen Kreisen gelegene Werte, melche dann jest bleil)en 
sollen, so soil sich F, als Funktion des driUen Arguments allein be- 
trachtet, analytisch im ganzen zugehorigen Kreise verhaltm. Endlich 
soil sich F{x, y , z) , als Funktion alter dreiVariahelen betrachtet, im 
Anfange analytisch verhalten, Dann verhdlt sich F{x^y,z) im gan- 
zen Bereiche E analytisch, 

Zum Beweise bedient man sich der folgenden Verallgemeine- 
rung des Hilfssatzes. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Beihe 

( 1 ) 2 1 

771 , 71 

wobei sich im Kreise 

E: 

analytisch verhdlt. Sei ferner vorausgesetzt, 

i) dal 5 die Beihe fur ?/o + 0 , ^0 =4= 0 im Kreise j a; | ^ E 
gleichmaj^ig konvergiert; 

ii) dajS die Beihe fur 2/i + 0,^i + 0 im Kreise K schlechtweg 
konvergiert. 

Dann konvergiert die Beihe gleichmdf^ig im Bereiche 
\x\^B' <R, \y\^S,<\y^\, \z\^T,<\z^\. 


Setzt man 

l2/ol = iS, l2/il = B, \zo\ = y, l^i! = C, 
so darf man vom Palle B C ^7 absehen, da dieser ja ver- 
moge der allgem einen Satze betreffend Potenzreihen sofort er- 
ledigt wird. Es moge also mindestens eine der Ungleichungen 


statthaben. 


248 I> 3. Singulare Stellen und anal 3 rtisohe Fortsetzung. Rationale Punkti( 

Des weiteren sei x' ein beKebiger Punkt des Kreisi 
I a: I ^ B[, den wir nun f esthalfcen wollen. Indem wir P (z', y, 
als Punktion von y,z allein betracbten, folgt aus dem Hauptsatz* 
im Palle w = 2, daB F{x',y,z) sich im Bereicbe \y\< 

1 2 I < Eg analytiseh verhalt. Mithin ist daselbst 

F (x', y,z )=2 

ni,n 

und nun beweist man gerade so wie vorhin, daB 

Jetzt -wahle man y^, % bzw. in den Kreisen | t/ 1 < 

I 2 I < Eg beliebig nahe am Eande derselben. Dann konvergiert 
die Eeihe (7) fur y = yi, z = z^, wobei x beliebig im Kreise 
i * I ^ Ej gewahlt ist. Darum ist auch die Bedingung ii) des 
Hilfssatzes erfiillt, und F{x,y,z) verhalt sich somit analytiseh 
im Bereiche 

1 2/ 1 < Eg, |2|<E3. 

Indem man jetzt eine ahnliche tJberlegung anstellt, wobei 
eine der Variabelen y,z an Stelle von x tritt, gelangt man 
schhefilieh zum Ergebnisse, daB F{x,y,z) sich im Bereiche 

I a: I < -^1. \y\<E^, I « I < Eg 

analytiseh verhalt, und hiermit sind wir nun am Ziele. 

§ 22. Die Cousinsche Abhandlung vom Jalire 1895. 

Wir wenden uns jetzt, in den nachsten drei Paragraphon, zur 
Betrachtung eines wichtigen Beitrags zur Theorie der Punktionen 
mehrerer komplexen Argumente, welcher von Cousin in seiner 
Dissertation!) niedergelegt ist. Es handelt sich um die Ausdeh- 
nung der WeierstraBschen und der Mittag-Lef flerschen Satze 
von Bd. I, Kap. 11, §§ 10—12 auf Punktionen der genannten Art. 

Das Integral I. Sei S' ein ein- oder mehrfach zusarnmen- 
hangender Bereich der x-Ebene und sei I eine einfacho reguliire 
mcht-geschlossene Kurve der y-Ebene. Sei ferner fix,y) eine ana- 
lytische Punktion der beiden unabhiingigen Variabelen in jodem 

/onctions de n variables complexes, 1894 = Acta 
Mathemahca, Bd. 19 (1895), S. 1. » 
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Punkte {x,t), -wo x ein innerer Pimkt von S' nnd t anf I Kegt. 
Dann stellt das iiber I hinerstreckte Integral 


( 1 ) 


i 

I = ^ f 

2m J t — y 

a 


eine im Zylinderbereiche (S', T) analytische Funktion von {x, y) 
dar, wobei T aus der ganzen i/-Ebeiie exklusive der Kurve I 
besteht. 

Um nun das Verhalten von I in den Punkten von 1 des nahe- 
ren zu bestimmen, bemerken wir vor allem, dafi die Kurve I im 
Innern eines bestimmten Streifens 2 der ^-Ebene eingebettet wer- 
den kann, dergestalt, daB f{x,y) sicb im Zylinderbereicb {S', 2) 
analytisch verhalt. 

Sei j/o ein beliebiger Punkt von I, und sei K ein innerhalb 2 
gelegener Kreis mit dem Mittelpunkte yQ-, sei endlich S ein kon- 
zentrischer Kreis vom drittel Eadius. Sind dann t, y zwei belie- 
bige Punkte von so ist 


f{x, t) = f{x, y) + {t- y)fy{x, y) + ^^{t — yYf^y{x, y) + ---. 




t — y 

Sei allgemein 


— y)fyy{^> 2 /) + * * 


i — y 


= F{x, y, t). 


Dann verhalt sich F{x, y,t) zunachst im Zylinderbereicb (S', S), 

nach geeigneter Erganzung in den hebbaren singularen Punkten 
t — y =z 0, analytisch. LaBt man ferner t die Kurve I auBerhalb 
® durchwandern, so verhalt sich F fiir jeden solchen festen Punkt 
t analytisch im Bereiche (S',®), wahrend F andererseits stetig von 
alien drei Argumenten abhangt. 

Hieraus erkennt man, daB 


<2) J'W'oeL; + *(«•!') 

ist, wobei derjenige Zweig des Logarithmus gemeint ist, welcher 
im Punkte y = oo verschwindet, und y in der Nahe von I (insbe- 
sondere in 2), aber nicht auf I liegt. Im ubrigen verhalt sich 
y) analytisch in alien Punkten {x,t), wo x in S' und t auf I 
liegt, insbesondere im Bereiche {S', 2), 
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Auf Grand der Darstellung (2) laBt sich die analytische F 
setzung von I in der Umgebung eines solchen Punktes (x, t) lei 
erkennen. Bezeichnet man namlich das linke Ufer von I, wenn t 
diese Kurve im Sinne von a nach b durchlauft, als das positive 
das reehte als das negative, so ergibt sich fiir die genannte ' 
gebung 

(3) = 2/). 

Die Funhtion W{x,y), Zum SchluB betrachten wir mehrere 
Kurven welche den einen Endpunkt b gemein haben and s 
sonst nicht treffen, and ordnen denselben bzw. Panktion 
fjc{x,y) za, welche ^den far f{x,y) maBgebenden Bedingungen c 
sprechen. Insbesondere werden sich also diese Funktionen samt- 
lich in jedem Pankte {x,b) analytisch verhalten. Bildet man i 
die zagehorigen Integrate and setzt man die Summe 

2h==^{x,y) 

k 

an, so wird sich diese Panktion in der Nahe eines Punktes {x,h), 
wie folgt, verhalten. 

Wir bezeichnen mit 

einen Zweig der rechter Hand stehenden Punktion, dessen Ver- 
zweigungsschnitt in der Nahe von b mit einer besonderen der 
Kurven ly. zusammenfallt. Durch die Kurven l„ wird die Umge- 
bung a von h in mebrere Bereiche oingeteilt. Und 

nun wird dj. im Innern eines Bereicbes {S', R„) durch die Pormel 

— fk{x , y) lL{y) -j- rtiicn] 

dargestellt, wobei %(x,y) sich im Punkte {x,h) analytisch ver- 
balt und eine ganze Zahl bedeutet, welche bei festbleibendem 
k ein und denselben Wert hat, so lange y nur in R„ verbleibt, 
aber ihren Wert mit n andern kann. 

Verlangen wir nun noch, dail die Gleichung 

fn{x,y) +f^{x,y) + ... = 0 

in 0 - identisch erfiillt werde. Dann wird 

y) -2{micnU{x, y) + %,{x, y ) ) • 
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Hieraus ergibt sich, daB dasjenige Punktionselement, welches 
im Bereiche dnrch die Punktion ^{x,y) dargestellt wird, 

sich Tiber den ganzen Bereich (S', o) bin analytisch fortsetzen laBt. 

§ 23. Fortsetzung. Ein Hilfssatz. 

Wir wollen nun einen ein- oder mehrfach zusammenhangen- 
den regularen Bereich S der j/-Ebene betraehten. Derselbe werde 
in regulare Teilbereiche Bj, Bg? • • etwa nach Bd. I, Kap. 5, § 9, 
zerlegt, und jedem B^ werde eine im Irniem des Zylinderbereiches 
(S', Bi) meromorphe Punktion i) fi(x, y) zugeordnet. AuBerdem 
soil sich fi{x,y) in denjenigen Eandpunkten {x,y) von (S', B^), 
wofiir y am Eande von B^ {j 4 = i) und x innerhalb S' liegt, mero-. 
morph verhalten. 

Seien Bn, B^ zwei benachbarte Bereiche, imd sei die ge- 
meinsame Begrenzrmg derselben. Letztere soli im besonderen aus 
einer nicht-geschlossenen einfachen regularen Kurve bestehen.^) Sei 
t ein Punkt von In^, und sei x ein Pimkt von S'. Dann geht 
schon aus der Voraussetziing hervor, daB die Fimktion 

1) > y)-f nix, y) 

im Punkte {x,t) keine hohere als eine auBerwesentliche bzw. eine 
hebbare singulare Stelle besitzen kann. Wir wollen den Punktio- 
nen fi (x , y) nun noch die weitere Bedingimg auferlegen, daB diese 
Differenz in der Nahe des genannten Pimktes hochstens hebbare 
Singularitaten aufweise und sich also zu einer dort analytischen 
Punktion ergtozen lasse. Es sei uns gestattet, die also erganzte 
Punktion in der Form 

{fpix,y)-fn{x,y)} 

ZU schreiben. 

Die Punktion Inp- Wir bilden jetzt die Punktion 

i/ip 

1) Wir schlieBen uns der Cousinschen Bezeichnungsweise immer noch 
an. Demnach entspricht erst die Differenz zweier Funktionen des gegeii- 
wartigen Paragraphen, f^{x,y) — der Funktion fi{x,y) von §22. 

2) Bei den Anwendungen handelt es sich namlich urn Teilbereiche R^, 
welche entweder Quadrate, sofem der Satz von Bd. I, Kap. 5, § 3 in Be- 
tracht kommt, oder hochstens Bereiche a von normalem Typus, Bd. I, Kap. 5, 
§ 9, sind. Darum wollen wir uns auch auf diesen Fall beschranken und deni 
Leser etwaige Verallgemeinerungen uberlassen, falls er sich dafiir inter- 
essieren sollte. 
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wobei das Integral in demjenigen Sinne Tiber bin erstreckt 
werde, welcher einer positiven Umkreisung des Bereiches ent- 
spricht. Dann erkennt man vor allem, daB 

3) Inv ~ ^Dn • 

Die PTinktion J„j, ist im Zylinderbereich {S', , wobei 

die ganze t/-Ebene exklusive der Punkte von 1^^, bedeutet, eiadeu- 
tig erklart und verhalt sich dort analytisoh. Setzt man J„j, liber 
{S', Bn) binaus in {S', B^) analytisob fort, so gebt I„j, nacb § 22, 
(3) in 

4) Ini,+ [fA^>y) — fn{x,y)} 
uber. 

Die Funhtionen 0{x,y), (Pni^^V)- Wir bilden ferner flir je 
zwei benachbarte Bereiche Bn und B^ die Summe 

5) ZI„„=0{x,y). 

Dieselbe definiert eindeutig, in jedem inneren Punkte eines jeden 
Bereiches (S', Bn) eine daselbst analytisohe Punktion mit den- 
selben Eigenschaften -wie die Punktion W{x,y) von § 22. Im Be- 
reiohe {S', Bn) werde dieselbe mit (pni^fV) bezeichnet: 

6) <Pn{x, y) =0{x, y), {x, y) in {S', B„). 

Nach den Ergebnissen von §22, Ende, laBt sich (pn{x,y) 
iiber die ganze innerhalb des Bereiches (S', S) belegene gemein- 
same Begrenzung der Bereiche (S', und (S', B^,) hinaus ana- 
lytisch fortsetzen. Da jede Punktion auBer In^ dabei in sich 
selbst ubergeht, so hat die bewuBte Fortsetzung im Bereiche 
(S',B^) den Werti) 

7) ^{x,y) + {fAx,y) — fn{x,y)] . 

1) Genauer gesagt fassen wir einen Punkt {x,t) ins Augo, wo x' in S' 
liegt und t ein mit keinem Endpunkte von ziisamnienfallender Punkt die- 
ser Strecke ist. In der Umgebung von {x', t) gilt dann die Fonnel 7). 

In der Umgebung a eines Punktes (x', b) , wo x' in S' liegt und b ein zum 
Rande von S gehoriger Endpunkt von ist, wird 

y) = y)^iog^~y ^ ^ 

Zm a — y 

wo y) sich in a analytisch verhalt. Hieraus erkennt man, daB die Be- 
stimmungen von 0{x,y) in und d. h. die Eunktionen (pni^^ y) und 
(p^(x,y), im allgemeinen iiber einen solchen Punkt {x',h) liinaus keine ana- 
lytische Fortsetzung zulassen. 
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DiGSGii SaclivGrlialt konnen wir aucli durch folgande Bezeiclmiiiig 
kurz zum Ausdruck bringen: 

8) (pn {x, y) U = <p^ {x, y)+ {U {x, y) — f„ {x, y ) } • 

Mit diesem Eesultat sind- wir nun gleich am Ziele. Es bleibt 
nur noch iibrig, eine Eunktion F{x,y), wie folgt, eumifubren: 

9) F{x, y) = cp^{x, y) + i^{x, y) . 

Dieselbe ist zunacbst im Innern eines jeden Bereiches (S', B^) 
iiberall da eindeutig definiert, wo fn{^>y) definiert ist, und weist 
dort auBerdem dieselben Singnlaritaten wie y) auf, da 

(pn{^,y) sich ja im genannten Bereiche analytisch verhalt. Setzt 
man ferner F{x,y) aus einem Bereiche (S', in einen benach- 
barten Bereich (S', B^ analytisch fort, so fallt die also erhaltene 
analytische Bortsetznng mit der durch 9) in (S', J?^) definierten 
Bunktion F{x,y) zusammen. Hiermit sind wir nunmehr zu folgen- 
den Ergebnissen gelangt. 

Hilfssatz. Seien S', S ein- oder mehrfach zii^ammenhdngende 
Bereiche der x- resp. y-Fbene, und sei 8 auperdem regular. Letz- 
terer moge noch in eine endliche Anzahl weiterer reguldrer Bereiche 
Bn zerlegt werden^) Jedem Zylinderhe'^''"'*'^^ 

Funhtion fn {^3 y) 'cou der folgenden Bescnuij ibu,yc>ui 

a) Ist Xq ein heliebiger innerer Punkt von S' und y^ ein beliebi- 
ger innerer oder Band'punkt von Bn, so soli sich fn{^, y) iru Punkte 
{xq , ?/o) meromoryh verhalten. 

b) Im Falle y^ am Bande sowohl von Bn als von B^, liegt, soil 
die Differenz 

h{x,y) — fn{x, y) 

in der Ndhe der S telle {xq, y^ hochstens hebbare Unstetigkeiten auf^ 
weisen und sich somit nach geeigneter Erkldrung in den genannten 
Stellen im Punkte (a^o? 2/o) analytisch verhalten. 

Alsdann gibt es eine im Zylinderbereiche (S', S) meromoryhe 
Funktion F{x, y) derart, da§ die Funktion 

F {x , y) fn {pc , y^ 


1) Man vergleiche die Anmerkung, S. 201. 

2) Am Rande von 8 liegt eine endliche Anzahl von Punkten, in denen 
zwei oder mehrere Bereiche zusammenstoBen. Ist 2/0 sonstiger Rand- 
punkt von S, und liegt x in S', so braucht man keine Voraussetzung uber 
das Verhalten der Funktion im Punkte (ajo? 2/o) ^u machen. 
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sich in jedem PunUe {Xq, von (S', B^) bis auf hebhare Singula- 
ritdten analytisch verhdlt, wo Xq im Innern von S', und y^ nur nicht 
am Bande von S liegL 

Der Satz nebst Beweisen gilt noch unverdndert fur den Fall, daji 
n Arguments an Stelle von x treten, welche dann resp, 

auf Bereiche S[, ,5' ihrer bezuglichen Ehenen beschrdnht werden, 

Der Bereich S der Variahelen y soli nach wie vor regular sein?) 

§ 24. Eine Verallgemeinerung des Mittag-Lefflerschen Satzes. 

Wir sind jetzt imstande, den Mittag-Lefflerschen Satz von 
Bd. I, Eap. 11, § 11 auf Funktionen mehrerer Veranderlichen aus- 
zudehnen. Zu dem Zwecke machen wir vor allem auf nachste- 
hende notwendige Bedingungen aufmerksam. 

Zwei Funktionen, (p(x,y) und 'ip(x,y), deren beide sich in 
einem Punkte {a,b) meromorph verhalten, mogen im Punhte {a,h) 
miteinander dguivalent in bezug auf Subtrahtion heiJBen, falls die 
Differenz 

(p{x, y) — 'ip(x, y) 

in der Nahe von {a,b) hochstens hebbare Singularitaten aufweist. 

Sei F(x,y) im ganzen endlichen Eaume meromorph. Dann 
kann man jedem Punkte (a, b) dieses Eaumes eine Funktion 
fabi^jy) folgender Beschaffenheit zuordnen. 

i) fabi^^y) verhalt sich im Punkte (a,b) meromorph und ist 
dort mit F{x,y) Equivalent in bezug auf Subtraktion. Bezeich- 
nen wir mit 

Tao- \^~-a\<Kj,, \y~~b\<\j,, 

eine Umgebung des Punktes {a,b), worin die genannte Funktion 
diese Eigenschaft aufweist. 

ii) Ist (a\b') ein Punkt von so ist dort fa'b'i^yV) 

fabi^^y) Equivalent in bezug auf Subtraktion. 

Der Satz, worum es sich handelt, bc;steht nun goradezu in 
der Umkehrung dieser beiden Bedingungen. 

Theorem.^) Jedem Pimkte (a, b) des endlidien Eaumes werde 
eine Funktion fabi^iV) zugeordnet, ivelche sich in einer Umgebung 

1) Allgemeiner darf der Punkt (a;) — (ic^, . . in einem beliebigen Be- 
reiche des 2n-dimensionalen Raurnes dieser Variahelen liegen. 

2) Cousin, Acta Mathematica 19 (1895) S. 56. Ein besonderer Pall die- 
ses Satzes ist bereits von Appell, Acta Mathematica 2 (1883) S. 71, behan- 
delt Worden. 
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Tat dieses Punhtes meromorph verhalt. 1st fernerhin (a', i') ein 
PunU von Tat, so sollen fat{x,y) wnd fa>t'{x,y) in (a', b') mitein- 
andev aguivalent in hezug auf Subtraktion sein. Dann gibt es eine 
FunMion F(x,y), welche sick im gctmen endlichen Baume mero- 
morph verhalt und in jedem Punkte (a, b) mit der zugehbrigen Funk- 
tion fat{x,y) aguivalent in bezug auf Subtraktion ist. 

Wir bezeichnen mit den abgeschlossenen Zylinderbereich 

S': iiR(«)|^i?, S: \m{y)\^B, |sK(^)j^E. 

Indem wir jedes Quadrat in 2^” gleiche Quadrate einteilen, be- 
zeichnen wir eines der kleinen Quadrate von S% S resp. mit q'^, q^. 
Und nun behaupte ich: wird n geniigend groB gewahlt (und dann 
festgehalten), so entspricht jedem Zylinderbereiche {q'^,q^) ein 
Bereich welcher iqa,q^,) im Innem enthalt. 

Zum Beweise nehme man an, die Behauptung sei falsch, und 
teile S', S je in vier gleiche Quadrate. Dementsprechend wird 
in 16 gleiche Zylinderbereiche eingeteilt. Fiir mindestens einen 
letzterer Bereiche wird nun die entsprechende Behauptung eben- 
falls falsch sein. Ein solcher Bereich riaraaTKan fiKar- 

legung unterworfen, wodurch dann wiedcx 


VJUUL JL VJXXJL/UX VyJ.WJLi \^XXU^V\^JUk.KJy 


wofiir die Behauptung nicht gilt. 

Indem man nun das Verfahren unbegrenzt fortsetzt, wird 
man zu einem alien der ausgezeichneten Teilbereiche gemeinsamen 
Punkte {x,y) gefiihrt, in dessen jeder Nahe es einen Zylinderbe- 
reich gibt (namlich einen der bewuBten Teilbereiche), wofiir die 
Behauptung nicht gilt. Dies widerspricht aber dem Tatbestande, 
denn dem Punkte {x,y) entsprechen ja ein Bereich T-^y und eine 
Punktion f^-y{x,y), welche das Ergebnis unmoglich machen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Hilfssatz von § 23 anzu- 
wenden. Sei ein beliebiges der der bewuBten EinteJung des 
Quadrats S' entsprechenden Quadrate, und sei ein etwas gro- 
Beres, q'^ im Innern enthaltendes Quadrat. Als Bereich S' des 
Hilfssatzes nehmen wir nun als S dagegen das Quadrat S, 
und als die Bereiche Bn endlich die Quadrate q... Nachtraglich 
hat man noch dafiir zu sorgen, daB Q'^ soweit eingeschrankt wird, 
daB der Bereich (Qa^q^), wo ^ beliebig ist, stets innerhalb des 
den Bereich {q',,,q^,) enthaltenden Bereiches Tab Das Ergeb- 
nis ist nun eine Punktion welche sich in jedem inneren 
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Punkte {a,h) des Bereiches iQa,S) meromorph verhalt und da- 
selbst mit der vorgelegten Punktion /«» (a: , 2 /) aquivalent in bezug 
auf Subtraktion ist. 

Alsdann wird man den Hilfssatz von neuem anwenden, in- 
dem man jetzt x und y ihre Eollen vertauschen laBt. Als die 
Bereiche S', S des Hilfssatzes werden nun die Quadrate S resp. 
S' genommen, wahrend die Bereiche duroh q'^ vertreten wer- 
den. Das Endresultat kann man, wie folgt, formulieren. TJnter 
den Bedingungen des vorstehenden Theorems gibt es eine Funktion 
0ji^{x,y), welche sick im Innern des Bereiches meromorph ver- 
halt und in jedem inneren Punkte {a, h) desselhen mit der zu~ 
gehorigen Funktion equivalent in bezug auf Subtraktion isL 

Der Satz lafit eine ersichtliche Erweiterung zu, indem man 
ihn auf den abgeschlossenen Bereich ausdehnt. Zum Beweise 
braucht man nur B' > B anzunehmen und die Eunktion 
in zu betrachten. 

Es ist jetzt nur noch ein kurzer Schritt zum Beweise des 
Theorems. Wir bilden namlich die Funktionen ^ 2 i{x,y) fiir eine 
ins Unendliche wachsende Eeihe von B-Werten, indem wir jedes- 
mal den abgeschlossenen Bereich Zj^ zugrunde legen. Insbeson- 
dere sei B = 1, 2, . . . 

Die Funktion 

verhalt sich nach Erganzung in den hebbaren Singularitaten ana- 
lytisch im abgeschlossenen Bereiche Z^. Entwickelt man dieselbe 
dort nach dem Taylorschen Lehrsatze, so wird die dadurch sich 
ergebende Eeihe im Bereiche 

z;: \x\^m, \y\<m 

gleichmafiig konvergieren. 


eine konvergente Eeihe positiver Zahlen. Dann wird man die be- 
wuBte Potenzreihe so zerlegen konnen: 

j y) ~ (x , (^x , y) , 

daB der Best, R^{x,y), in Z^ der Bedingu ng 

I 7 y) 1 ^ ^rn 

geniigt. Dabei bedeutet Pm{x, y) ein Polynorn. 
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Jetzt woUen wir die Funktionen. 0^{x,y) durch geeignetere 
aquiTalente Funktionen F^{x,y), wie folgt, ersetzen. Sei 

Fl{x,y) =0^{x,y); 

m- 1 

y) == y) Pjcix, y) , 2 g m. 

k = l 

Es ergibt sich, daB 

( 1 ) + y)—Fmi^.y) =Bm(^,y). 

Die Funktion F^{x,y) ist offenbar im Bereiche X; mit 
y) ^^li^ivalent, und dasselbe gilt auch von der Punktion 

oo 

(2) F (x, y) = F™ {x, y)+^Bk {x, y) , 

k — m 

da das letzte Glied eine in i7'^ gleicbmaBig konvergierende Eeibe 
ist, deren Glieder sich dort analytisch verhalten. 

Sei M eine beliebige natiirliche Zahl. Wir bilden die Punk- 
tion F{x,y) einmal fiir m'^M, sodann aber fur m + r, r>0, 
und betrachten die Differenz dieser beiden Bestimmungen im Be- 
reiche 

00 CO ni 4- ? — 1 

Fm + r~\- ^ Fjc’—Fm— -B^i; ~ Pm + r ~~ Fk- 

k — 1/1 + r A = m k~m 

Aus (1) ergibt sich, daB letztere Punktion in identisch ver- 
schwindet. 

Hiermit sind wir zu folgenden Ergebnissen gelangt. Durch 
die Pormel (2) wird zunachst ftir den Fall m = 1 eine Punktion 
F{x,y) im Bereiche S[ vorgestellt, welche sich dann bis auf 
auBerwesentliche singulare Stellen iiber den ganzen endlichen 
Eaum hin analytisch fortsetzen laBt und im Bereiche mit der 
durch die Pormel (2) daselbst dargestellten Punktion aquivalent 
(weil identisch) ist. DemgemaB wird diese monogene analytische 
Punktion auch in jedem Punkte (a, h) des Eaumes mit der zuge- 
horigen Punktion jai) ? V) aquivalent in bezug auf Subtraktion 
sein, und hiermit ist der Beweis des Satzes vollstandig geliefert. 

Der erweiterte Satz. Der vorstehende Satz laBt sich nach 
zwei Eichtungen hin erweitern. Erstens gilt er unverandert fiir 
Funktionen beliebig vieler Variabelen. In der Tat geniigt die 

0 8 g 0 o d , Punktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 17 
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vorstehende Methode ohne Modifikation zur Begriindung dieser 
V erallgemeinerung. 

Zweitens sei ein beliebiger Zylinderbereich (Ti, . . T^) vor- 
gelegt, wobei Tj, bloB ein Kontinuum der eigentlichen -^;i.-Ebene 
bedeutet, und man ordne jedem Punkte dieses Bereiches (wozu 
ja kein Eandpunkt gehort) eine sich dort meromorph verhaltende 
Funktion zu. Dann gibt es eine Funktion JP , . . . , , welche 

iiberall da im Bereiche, wo sie definiert ist, eindeutig ist und in 
jedem Punkte des Bereiches mit der diesem Punkte zugeordneten 
Funktion aquivalent in bezug auf Subtraktion ist. 

Im besonderen Falle, daB jeder Bereich Tj^ aus dem Einheits- 
kreise | ^^ | < 1 besteht, kann man den Beweis geradeso wie vor- 
hin fiihren, indem man als 2*^ den Bereich 

j I = B , 0 <c B <c 1 > * = 1 1 . . . , n, 

nimmt, und B dann etwa gleich 1— ‘l/(m + 1), setzt. 

Der allgemeine Fall, daB jeder Bereich Tj^ einfach zusammen- 
hangt, laBt sich nun ohne weiteres durch konforme Abbildung auf 
diesen Fall zuriiokfiihren. 

Htogt dagegen einer der Bereiche Tj^ mehrfach zusammen, 
so wird man jeden Bereich nach der Methode von Bd. I, 
Kap. 5, § 3 in eine Eeihe regularer Bereiche T[!\ / = ent- 

wickeln und eine Funktion 0^ auf stellen, welche dem 

Zylinderbereiche entspricht.^) Die Differenz 

+ • • •> • • •? ^n) ~ • • •> ^n) 

verhalt sich dann (nach Erganzung in etwaigen hebbaren singu- 
laren Stellen) ausnahmslos analytisch im abgeschlossenen Bereiche 

(TH,..., tm). 

Nun lassen sich andererseits die Bd. I, Kap. 11, § 15 darge- 
stellten Entwicklungsmethoden ohne weiteres auf Funktionen meh- 
rerer Variabelen ausdehnen, welche in abgeschlossonen Zylinder- 
bereichen betrachtet werden. DemgemaB kann die Funktion 
• • •)^n) ™ abgeschlossenen Bereiche durch 

eine im Innern des Bereiches (Ti,...,r^) analytische Funktion 


1) Diese Methode kann man auch im Falle lauter einfach zusammen- 
hangender Bereiche beniitzen. 
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• V ^ glBichmaBig angenahert werden. Hiermit erhalt man 
die Zerlegung 

wobei sich im abgeschlos&enen Bereiebe (TH, 

analytisch verhalt und daselbst 

I (% 5 • • • j ^n) I <C • 

Von hier ab verlauft der Beweis, wie vorhin. 

Es sei noch bervorgehoben, daB -wir den Mittag-Leffler- 
scben Satz von Bd. I, Kap. 11, § 12 zwar fiir einen bebebigen 
Zylinderhereich, nicbt aber fiir einen allgemeinen Bereicb des 
2 t 2 --dimensionalen Eaumes verallgemeinert baben. 

§ 25. Tiber Fnnktionen mit vorgeseliriebeneii NnUgebilden. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Verallgemeinernng des 
WeierstraBscben Satzes vom Jabre 1876, Bd. I, Kap. 11, §10. 
Sei G{x,y) eine ganze Funktion, welcbe Wurzebi besitzt und niebt 
identiscb verscbwindet. 1st (a, V) eine Wurzel von (?, so kann man 
die Funktion in der Nahe dieser Stelle vermoere des WeierstraB- 
scben Satzes, Kap. 2, § 2, in der Fo 

G{x,y) =P{w,z)Q{w,z), 

wobei P{WfZ) ein ausgezeicbnetes Pseudopolynom mit der Spitze 
im Anfang bedeutet: 

P(w, z) =w'^ + Ai(z)w^-^ + • • * + A^(z), 

und X , y linear von w , z abbangen. 

Sind zwei Funktionen u{Xyy), v{x,y) in einem Punkte (a, &) 
analytisch und verschwindet keine davon identiscb^ so heiBen sie 
im Punkte {a, h) miteinander dquivalent in hezug auf Division, falls 
der Quotient 

u{x,y) 
v{x, y) 

in der Nahe des Punktes (a, h) hochstens hebbare Singularitaten 
aufweist und die erganzte Funktion dort nicht verschwindet. 

Den Bedingungen i), ii) von § 24 entsprechend finden wir 
auch hier zwei notwendige Bedingungen fur eine ganze Funktion 
G{x, y): 
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i) Jedem Punkte (a, h) des Eaumes laBt sich eine Punktion 
Uatix,y) zuordnen, welche sich im Punkte {a,h) analytisch ver- 
halt und dort mit G{x, y) aquivalent in bezug auf Division ist. 
Bezeichnen wir mit 

Tai-. \x-a\<hab, \y — 'b\<Ki 

eine Umgebung der Stelle (a,i), worin die genannte Punktion 
diese Eigenschaft aufweist. 

ii) 1st (a', &') ein beliebiger Punkt von so ist dort 

'^ab(^>y) aquivalent in bezug auf Division. 

Diese Bedingungen lassen sich nun in folgender Weise um- 
kehren. 

Theorem.^) Jedem Punkte {a,h) des endlichen Baumes werde 
eine Funktion Uai{^,y) zugeordnet, welche sich in einer Umgebung 
Tai) dieses Punktes analytisch verhdlt. Ist fernerhin (a', b') ein 
Punkt von so soUen Uat,{x,y) und Ua^y{x,y) in {a',b') miteim 
ander in bezug auf Division aquivalent sein. Dann gibt es eine game 
Funktion G[x,y), welche in jedem Punkte (a, h) mit der zugehorigen 
Funktion Ua^ix^y) aquivalent in bezug auf Division ist. 


Zum Beweise bezeichnen wir wieder mit den abgeschlosse- 
nen Zylinderbereich 







^ B, 


wobei B eine beliebige positive Zahl bedeutet. Jedem Punkte 
(a, 6) von entspricht nach i) eine positive Zahl Wie in 

§24, so erkennt man auch hier, daB es eine positive konstante 
Zahl h gibt, welche jedem dieser Punkte gleichniaBig zugeordnet 
werden kann. Greifen zwei Bereiche und ulxa-cunander 

und bezeichnet man den gemeinsamen Toil rnit T, so werden die 
Funktionen Uaj){x,y) und u^.^^x^y) in jedern innoren Punkte von 
T miteinander aquivalent sein. Nun werden die x- und ;//-Ebenen 
in Quadratnetze eingeteilt, wobei die Lange einer Diiigonale klei- 
ner als \h sein soil, und die Komplexe von Quadraten, und g.,, 
werden gerade so wie vorhin definiert. 

Wir brauchen jetzt das Analogon des Hilfssatzes von § 24. 
Dieser Satz lautet, wie folgt: 


1) Cousin a. a. 0. S. 56. 
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Hilfssatz. Sei S ein helieiiger einfacTi ztLsam?rbenhdngende 7 ' 
BeTeich dev x-Ehene^ und sei S ein veguldver ein- odev Meliffacli zu- 
sa'fnvnenlidngender Beveich dev y-Ehene. Letziever moge noch in eine 
endliche Anzdhl einfach zmammenhdngender veguldver Bereiclie 
zevlegt wevden, Jedem Z ylindevhereiche {S', Br) wevde eine Funk- 
tion Un{x, y) von folgendev Beschaffenheit zugeovdnet: 

a) 1st Xq ein heliebigev innevev Punkt von S' und y^ ein helieli- 
gev innevev odev Band'punht von B^, so soil sick u^ix, y) im PunUe 
{Xq, 2/o) analytisch vevTialten^); 

b) Im Falls y^ am Bands sowohl von B^ ah von B^ liegt, solUn 

Punkte {xQ,yQ).miteinander dquivalent in 

hezug auf Division sein, 

Alsdann giht es eine im Zylindevheveiche {S',S) cmcdytische 
Funhtion H{x,y), welche in jedem Punkte {xQ,y^ von {S',Bn) mit 
y) bezug auf Division dguivaUnt ist, wo Xq im Innem von 
S' und yQ nuv nicht dm Bands von S liegt. 

Dev Satz nebst Beweis gilt noch unvevdndevt fur den Fall, dap 
n Avgumente x^, . , x^ an Stelle von x tveten, welche dann bzw, auf 
einfach zusammenhdngende Beveiche S'^,...,S'^ ihver bezuglichen 
Ebenen heschvdnht wevden. Dev Beveich S dev Vaviabehn y soil nach 
wie vov regular sein und ein- odev mehrfach zusammenhdngen.^) 

Behufs des Beweises sei 1^^ die gemeinsame Begrenzung 
zweier benachbarten Bereiche B^ und B^,, welche wiederum so an- 
genommen werden mogen, wie vorhin in § 23. Dann gibt es 
einen In 2 ) ™ Innem umfassenden einfach zusammenhangenden Be- 
reich r der ^/-Bbene derart, daB die Funktion 


U2,{x,y) 

y) 


= gnv {oc, y) 


sich im einfach zusammenhangenden Zylinderbereiche (S', r) bis 
auf hebbare Singularitaten analytisch verhalt und die also er- 
ganzte Punktion, welche durch das namliche Symbol, gnv{^yy)> 
bezeichnet werde, dort nicht verschwindet. Demnach wird die 
Punktion log gnp{^,y) einen daselbst analytischen Zweig 


Gnpi^^y) = log gnp{^,y) 

haben. 


1) Die in der Anmerkung 2), S. 253 vermerkte Verallgemeinerung hat 
auch hier statt. 

2) Es findet auch hier die Verallgemeinerung von S. 254, Anm. 1), statt, 
wobei jedoch der Bereich der Punkte (x) jetzt einfach zusammenhangen muB. 
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Hieraus werde nun die Funktion 


I 


=j_r 

* 2,71% J 






gebildet. Dieselbe subsumiert sicb unter den in § 23 behandelten 
Integralen. Wir bilden noch, ahnlich wie in § 23, die weitere 
Funktion^) 

y) — y) • 

Nach den damaligen Entwicklungen laBt sioh also 0{x,y) 
aus dem Bereiche (S', B„) in den benachbarten Bereich (S', B j 
analytisch lortsetzen, nnd zwar gekt <>{x,y) dabei iiber in 

^(®) 2/) "t" y') ‘ 

Fassen -wir einen inneren Punkt i von S ins Auge, an welchen 
mehrere Bereiche jB„ — sagen wir der Bestimmtheit halber B 
...,Bt — anstoBen und dabei die Umgebung von 6 vollig er- 
schopfen. Wird dann L{y) wie friiher definiert, und liegt y in der 
Nahe von 6, so wird 

0 {x, y) = 'id («, y) 4 - [Si2 + G23 + G34 + Gil] L {y) 

+ Gii + m% Gas + ’] G34 + G41 , 

wobei ^{x,y) sioh analytisch verhalt und ganze Zahlen 

bedeuten, welche ein und denselben Wert beibehalten, so lange 
nur y in. Bi bleibt, sich aber andem konnen, wenn y einen an- 
deren Bereich B^ betritt. 

Die eckige Klammer hat den Wert 

«-+•••+ ««=io§::+ log;: + log:: + log;: 

= log 1 = ^niK , 

wobei K eine ganze Zahl bedeutet. Mithin wird durcli die Diffe- 
renz 

0{x,y) — 27iiKL{y) 

eine im Bereiche {S', B^) analytische Funktion drdini(‘rt, welche 
eine analytische Fortsetzung iiber den ganzen IFu-i^ich {S', g) hin 
gestattet, wobei g eine geeignete Umgebung chu* Stelle b vorstellt. 


1) Cousin a. a. 0. S. 17. Die Cousinsche Bezeiclmungsweise noch wei- 
ter beizubehalten, ist nicht ratsam. 
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Jetzt sieht man, wie man die Punktion ^{x,y) allgemein zu 
modifizieren hat. Man bilde namheh iiniKL{y) fiir jeden in S' 
gelegenen Knotenpunkt tmd ziehe diesen Ansdruck von 0{x,y) 
ab. So entstebt eine Punktion 

W{x,y) =0{x,y)-27iii:KL{y). 

Sei 

Wn{x,y) = W{x,y) in (S', 

Dann laBt sicb ‘tpn{x,y) uber (S', B„) binaus in (S', i?,) analytiseh 
fortsetzen, und zwar ist 

y>n{oo, y) y) + y) + 2mni, 

WO m eine ganze Zahl bedeutet. 

Es bleibt nur noch iibrig, die Fnnktion 

H{x, y) = u„{x, 

zu bilden. Setzt man diese aus dem Bereicbe (S', R„) in (S', B„) 
analytiseh fort, so kommt 

Un {x, y) = u, ix, y) 


Hiermit erweist sich E[x^y) als die vom Hilfssatze verlangte 
Eunktion. 


Kehren wir nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes zuriick! 
Von hier ab verlauft die SchluBweise der friiheren znr Begriin- 
dung des Satzes von § 24 beniitzten genau parallel. Wir erhalten 
znnachst, analog wie fruher, das Eesultat: Unter den Bedingungen 
des vorstehenden Theorems gibt es eine Funktion Hj^{x,y)y welche 
sich im abgeschlossenen Bereich 2*^ analytiseh verhdlt und in jedem 
Punkte {a,b) desselben mit der zugehorigen Funktion Ua^{x,y) in 
bezug auf Division dquivalent ist. 

Hieranf setzen wir B = m = 1,2,3,,.. und bilden die Punk- 


tion 


y) 


— (^j y) • 


Letztere Funktion verhalt sich analytiseh im Bereiche 2^ und ver- 
schwindet dort nicht. DemgemaB laBt sich dieselbe in der Form 

darstellen, wobei X^ix, y) sich ebenfalls in analj'tiscb verhalt. 
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Jetzt werde X„ nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt. 
Indem man diese Reihe so spaltet, daB der Rest derselben im Be- 
reiche 

r;: I 2/ 1 

dem absolute!! Betrage nach kleiner als bleibt: 

“ -Pm "H > I 1 j 

mogen dann neue Funktionen G^{x,y) an Stelle von H^{x,y)^ 
wie folgt, eiugefiihrt werden: 

rn — 1 

{X'f y) “ (Xf y) j G>ifn = Hfn ^ ^ 9 2 

Dann wird 

^ m + i 

Die in Aussicht gestellte Funktion G{x,y) wird endlich durch 
die Formel definiert: 

QO 

G{x,y) = Qm{x,y)e’‘'‘’“ 


Es wird namlich genau so wie im friiheren Palle gezeigt, daB 
G{x,y) in einem beliebigen nicht mehr von m abhangt, sobald 
nur m^M genommen wird, denn es ist ja in 




m + ~ l 


111 + r fi 

Jfw+il? — 1 

00 (t " ^ ’ 


Hiermit ist nun der Satz vollstiindig bewic^scui. 

Der erweiterte Satz. Sei (Sj , . . . , ,S'„) (dn einfack zusam- 
menhangender Zylinderhereich des , . . . , x,,) - Raunie.s , wohei 
S^, k = i,...,n, einen herandeten Bereich der orwciterten Xi,-Kbene ie- 
deutetd) Jedem inneren Punkte (a) von (S) tverdc ferner oino Funh- 
tion zugeordnet, welcJie sich in einer bestimmten U nigebung 

1'(a) '^on (a) analytisch verhalt. Ist cridlich («') idn Punkt von T(„), 
so sollen u^„-^{x) und Uf^^,^(x) im Punkte («') miteinander dquivalent 
in hezug auf Division sein. 


1) M. a. W. soil Sj, zur Klasse a) oder b), Bd. 1, S. 788, gehdren. 
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Alsdann gilt es eine Funktion G{Xi, . . x„) , welche sick ana- 
lytisck in (S) verkalt und in jedem Punkte (a) von {S) mit der zuge- 
korigen Funktion in lezug auf Division aguivalent ist. 

Im ulrigen darf einer der Bereicke mekrfack zu- 

sammenhdngen, 

Der Beweis wird gerade so geflihrt, wie im ahnlichen Balle, 
§ 24, Ende. 

Die Satze von §§ 22 — 24 erscheinen im wesentlichen so, wie 
Cousin sie a. a. 0. ausgesprochen und bewiesen hat. Dagegen ist 
den Satzen von § 25 durch die Forderung des einfachen Zusam- 
menhanges eine wesentliche Einschrankung auferlegt. DaB diese 
Satze tatsachlich in dem Umfange, wie Cousin sie ausgesprochen 
hat, falsch sind, hat GronwalD) durch ein Beispiel gezeigt. 

§ 26. Von der Produktzerlegung ganzer Punktionen. 

1. Satz. Ist G{zi, , . .j Zn) eine ganze Funktion, welche Wur- 
zeln hat, ohne identisch zu verschwinden, so decken sick die Wurzeln 
von G mit den im Endlichen gelegenen Stellen eines oder mehrerer 
monogenen analytischen Gehilde {n — l)-terStufe, Ins- 

besondere kann es dieser Gebilde auch i 
aber eine abzdhlhare Menge bilden. 

Sei (a) eine Wurzel von G, und seien F, die im Punkte 

(a) irreduktiblen Faktoren von G. Durch die Gleichung 

(1) r = o 

wird dann ein monogenes analytisches Gebilde (n -- 1) - Stufe im 
Eaume der n Veranderlichen {zi,,..,Zn) definiert. Bezeichnen 
wir dasselbe mit 

Sei (b) eine zweite endliche Stelle von Dann laBt sich ® 
in der Nahe von (&) in der Form darstellen: 

(2) . . .,^n) = 0, 

wo im Punkte {h) irreduktibel ist. Ich behaupte nun, 

G(zi, . . Zy^ ist im Punkte (5) durch teilbar. 

Zum Beweise verbinde man (a) mit (b) durch eine gaiiz auf @ 
verlaufende Kurve deren Bogenlange, von (a) aus gemessen, 


1) Bull. Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), S. 173. Transactions Amer. 
Math. Soc. 18 (1917), S. 50. 
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mit s benannt werde. In der Umgebung eines beliebigen Punktes 
(^) = (f) von S -wird @ durch eine Gleichung von der Form (1) 
Oder (2) : 

(3) (^1 j * * • j ® 

dargestellt. Liegt (f) in einer gewissen Umgebung von (a), so 
wird r und damit auch G im Punkte (C) durch teilbar sein; 
vgl. Kap. 2, § 7, 3. Satz. Sollte letzteres nicht in jedem Punkte 
(f) von e zutreffen, so sei 5i die untere Grenze der den Aus- 
nahmepunkten von K entsprechenden 5- Wert e, und sei (f) = (c) 
der zugehbrige Punkt von Dann gilt aber in der Nahe a des 
Punktes (c) eine Darstellung von der Form 

F c (^i = 0. 

Jetzt kann man einen Punkt (y) von a finden, welcher auf g 
liegt und wofiir s < ist. Sei 

ry(%, ..,,^n)==0 

die Darstellung von @ in der Nahe von (y). Dann ist sowohl Fc 
als auch G in (y) durch F^ teilbar. Mithin ist G in (c) durch F^ 
teilbar; vgl. Kap. 2, § 7, 4. Satz. Dies verstoBt aber gegen die 
Voraussetzung, daB es in jeder Umgebung von (c) Punkte (C) gibt, 
worin G durch F^ nicht teilbar sei. 

Hiermit ist nun gezeigt, daB jede endhche Stelle des Gebil- 
des @ eine Nullstelle der Funktion liofort; ra. a. W., 

daB der ganze endliche Teil des Gebildes ® auf dem Gebilde 
G = 0 liegt. 

Sollte letzteres Gebilde durch eine endliche Anzalil von 6e« 
bilden @ nicht erschopft werden, so betracliton wir (4wa die Zy- 
linderbereiche 


wobei m die naturlichen Zahlen durclilauft. h]in b(di(ibiger dieser 
Bereiche wird hochstens von einer endliclion Anzalil von Gebil- 
den @ durchsetzt. Sonst wiirde ein gewissiis (une Haufungs- 
stelle (z) = (z^) von Punkten (z^), 1 - 1 , 2 ,..., entliah(‘M, wdcho alle 
auf verschiedenen ® lagen. Das ist aber unni()glich, diMin durch 
die Umgebung einer willkiirlichen Nullstelle von G gehen ja nur 
endliche viele @ hindurch. 
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Wir wollen nun diejenigen Gebilde, welche Punkte mit 2^ ge- 
meinsam haben, mit 

bezeichnen. Sodann mogen die Gebilde, welche Punkte mit 2^, 
aber keine Punkte mit 2^ gemeinsam haben, mit 

benannt werden; usw. Dabei konnen selbstverstandlich die einer 
bestimmten Zeile entsprechenden Gebilde fehlen. 

Definition, Sei G{ziy , , ,, eine ganze Pimktion, welche 
Wurzeln hat, aber nicht identisch verschwindet. LaBt sich dann 
G in das Produkt zweier ganzen Punktionen spalten: 

G{Zi, , , Z^ = Gi(Zi, , , Zf^ (%> • • •> ^n) } 

die beide Wurzeln haben, so heiBt G im Gro^en reduUibel, oder, 
falls keine Verwechslung mit der friiher definierten Eeduktibilitat 
im Kleinen zu befiirchten steht, schlechtweg reduktibeL^) 

LaBt sich hingegen eine derartige ganze Punktion G nicht so 
zerlegen, so heiBt G im GrojSen irreduktibel bzw, bloB irreduktibeL 
Eine ganze Punktion G( 0 i, ^ * 

nicht identisch verschwindende ganze 
Gropen teilharj falls 

G (^1 5 • • • > ~ Q {^1 y • • • ) (^1 > * • • ? ‘^'n) 

ist, wobei eiii® ganze Punktion bedeutet. 

Wie man sieht, beziehen sich die Definitionen reduktibel und 
irreduktibel nicht auf alle, sondern nur auf solche ganzen Funk- 
tionen, welche Wurzeln haben, ohne identisch zu verschwinden. 
Dagegen ist jede ganze Punktion insbesondere teilhar durch eine 
ganze Punktion, welche keine Wurzeln hat, und die Null ist 
durch jede ganze Punktion auBer der Null teilbar. 

2. Satz.^) Ist @ ein beliehiges der im 1. Satze genannten ana- 
lytischen Gebilde, so giht es eine im Gro^en irreduktible ganze Funk- 
tion F(z-^, . , Zn) , welche in alien endlichen Stellen von ©, sonst 
aber nirgends, verschwindet. 

1) Vgl. Gr on wall, Dissertation, Upsala 1898, S. 7. 

2) Gronwall a. a. 0. Der Satz ist spater auch von Hahn ausgespro- 
chen und bewiesen worden, Monatshefte fur MatheTnatik und Physik 16 (1905), 
S. 29. 
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Der Beweis wird vermoge des Cousinschen Satzes von § 25 
gefiihrt. Dabei kommt es zuerst darauf an, jedem Punkte 
(a) = (tti, . . a„) des endlichen Eaumes eine Punktion %)(%,... ,2„) 
znznordnen, -welche sich dort analytisoh verhalt, ferner in Punk- 
ten von sonst aber nirgends versohwindet, und endlich der Ver- 
traglichkeitsbedingung ii), § 25, geniigt. Das geschieht wie folgt. 
1st (C) ein beliebiger Punkt von @, so laBt sich @ in der Nah 
von (f) durch eine Gleichung 

Tf (^i, . . = 0 

darstellen, wo F/. irreduktibel in (f) ist. Insbesondere kann es 
aber vorkommen, daB mehrere Zweige von © durch (f) hindurch- 
gehen. Da es deren aber nur eine endhche Anzahl gibt, so nimint 
hier die Darstellung die Form an: 

I 

nrfKz^,...,Zn) = o. 

Fallt nun {a) mit (f) zusammen, so sei 

I 

• • •> • • • > bzW. 

^ A = l ^ 

Fiir jeden anderen Punkt (a) sei 

- == 1 - 

Hiermit ist in jedem Punkte des Eaumes de- 

finiert, und die also erhaltenen Funktionen geniigen der Vertrag- 
lichkeitsbedingung ii). Nach dem Cousinschen Satze gibt es also 
eine ganze Funktion F{zi, . , z^) , welche in den Punkten von 

sonst aber nirgends, verschwindet, und aufierdem in jedem Punkte 
(a) von ® mit aquivalent in bezug auf Division ist. 

Im tibrigen erkennt man, daB die Funktion F{Zj, . . .,^n) 
duktibel ist. 

3. Satz. Eine ganze Funktion G{zi, . . loelche eine Wur- 

zel hesitzt, ohne identisch zu verschwinden, llifit sich auf eine, und im 
loesentlichen nur auf eine Weise in ein endliches oder unendliches 
Produkt im Grof^en irreduktibler F^aktoren zerlegen. 

Kniipfen wir an die vorhin besprochene Anordming der ana- 
lytischen Gebilde ©^,© 2 ,... an, deren Stellen die Wurzeln von 
G{Zi,...,z^ ausmachen, und bezeichnen wir die nach dem 
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2. Satze dazu gehorigen Primfaktoren bzw. mit 

9 ••• > ^n) 9 ^2 {^1 9 ••• 9 ^n) 9 •• •* 

Sei (a) eine gew5hnliche Stelle von welche auf kemem 
anderen Gebilde liegt. Dann laBt sieh G in der Nahe von (a) 
in der Form darstellen: 

G = r (%, . . , , 

wo r in (a) irreduktibel ist. Andererseits ist 

Gi (Zi , . . . , 9 * ) ^n) F(^Zi , . . . , Z^ , Q ((X^ , , . . 5 =1= 0 . 

DemgemaB ist G in (a) dnrch G\ teilbar, nnd nun beweist man 
nach den tiblichen Methoden, daB diese Beziehung auch im GroBen 
gilt : 

G(^l> • • • 9 Q{^i9 • • •> ^n) 

WO li = l ist und Q eine ganze Punktion bedeutet, welche niebt 
durch Gi teilbar ist. 

Ist noch ein zweites Gebilde ©g vorhanden, so sei (h) eine 
Stelle desselben, welche nicht auf einem weiteren ©jj. liegt. Ahn- 
lich wie vorhin schlieBt man nun, daB G zunachst im Kleinen in 
(h) durch G 2 (%, . . teilbar ist. Daraus folgt aber femer, daB 
Q{zi, • • •, Zn) auch im Kleinen, sodann aber noch im GroRen die- 
sen Paktor zulaBt. 

Durch Wiederholung dieser Schlufiweise ergibt sich dann 
der Beweis des Satzes, falls nur endhch viele Gebilde vor- 
handen sind. Gibt es dagegen deren unendlich viele, so ordne man 
diese wie beim Beweise des 1. Satzes an, und bilde man die Funk- 
tionen: 



. GVx 


. G'f’- 

P3 = • • 



Sollte insbesondere ftir einen gewissen Wert h des Index kein Ge- 
bilde @ vorhanden sein, so sei — 1 . 

Es handelt sich nun darum, die mit Konvergenzfaktoren 
zu versehen, um daraus das in Aussicht gestellte unendliche Pro- 
dukt zu gewinnen. Dies geschieht, wie folgt. Im abgesohlossenen 
Bereiche verhalt sich p^ analytisch und verschwindet 

dort nicht. DemgemaB kann man 

ri = 
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setzen, wobei der Exponent sich in analytisch verhalt 

Sei 

ei + ^2 + • • * 

eine konvergente Eeihe positiver Zahlen. Indein nun nach 
dem Taylorschen Lehrsatz entwickelt wird, lafit sich der Best 
der Eeihe 1) so besthnmen, daJJ in 

I • • *5 ^n) I < £}» 

bleibt. Sei 

— Pfit “b 

WO ein Polynom bedeutet. Setzt man noch 

3l=Pl» 2gm, 

so konvergierfc das unendliche Produkt 

T/g. 

m = l 

in jedem Punkte des endlichen Eaumes. 

1st ferner T ein behebiger endlieher Bereich des Eaumes der 
Variabelen so konvergiert das genannte Produkt 

gleichmaBig in T ; Bd. I, S. 549. Mithin stellt es eine ganze Punk- 
tion vor. 

Des weiteren weist der Quotient im Endlichen 

nur hebbare Singularitaten auf, und die entsprechende monogene 
analytische Funktion ist eine ganze, welche keine Nullstellen mehr 
besitzt. DemgemaB kann man schreiben: 

• • ■,Zn) = 2 „), 

wobei H eine ganze Funktion bedeutet. 

Indem man nun die Konvergenzfaktoren, sowio chin AuBen- 
faktor e , auf die Funktionen G„G„... in erlaubter W.ise ver- 
teilt. wobei dem Faktor G^ em Faktor zukomnum mogo, er- 
halt man schlieBlich die Darstellung 


G{z„...,z„)=J/{G^e^"']^" 
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Man beweist aber auch obne Miibe, daB die Faktoren einer 
jeden andex6n derartigen Darstellung bzw. mit den Faktoren des 
vorstehenden Produkts aqtdvalent sein rniissen, und hiermit ist der 
Beweis des Satzes fertig. 

Es liegt nahe, die Unikeliriiiig dieses Satzes zu vermuten. 
Hierzu werden wir uns im nachsten Paragraphen wenden. 

Brweiterung der vorhergebenden Satze. Die soeben 
entwickelten Satze kann man auf die Eiinktionen ausdebnen, 
welcbe sicb in einem beliebigen einfacb zusammenbangenden 
Zylinderbereicbe analytiscb verbalten, gleicbviel ob 

eine analytiscbe Eortsetzung tiber diesen Bereicb hinaiis mogKcb 
ist oder nicbt. Da jeder Bereicb auf den Embeitskreis seiner 
Ebene konform abgebildet werden kann, so geniigt es, wenn wir 
uns auf die Bereicbe letzterer Art bescbranken. 

Vor allem wird man die Definition der Irreduktibilitat im Be- 
reicbe (S) in ersicbtlicber Weise einfubren. Verscbwindet die vor- 
gelegte Eunktion G(%, in einem inneren Punkte (a) von 

(S), so wird es wiederum ein monogeues 
geben, deren Stellen zum Teil Wurs 
aber bier nur bebaupten, daB ein Si 
bindurcbgebt und von da aus durcb ulu ^ vuxi 

rende analytiscbe Fortsetzungen zu bestimmen ist, Stellen befert, 
die Wurzeln von G sind. Es ist wobl denkbar, daB aucb andere 
Teile von G in {S) liegen, welcbe aber erst durcb auBerbalb (S) zu 
fiibrende analytiscbe Fortsetzungen zu erzielen sind. Die Stellen 
eines solcben Teiles von © braucbten dann keine Wurzeln von G 
zu liefern. 

Jetzt siebt man leicbt, wie die drei vorstebenden Satze fiir 
diesen Pall zu formulieren und zu beweisen sind. 

§ 27. Von den Gebilden, welche dem Versehwinden einer ganzen 
Funktion entsprechen. 

Im vorhergebenden Paragrapben baben wir gesehen, daB die 
Wurzeln einer irreduktiblen ganzen Eunktion die im Endlicben 
gelegenen Stellen eines inonogenen analytiseben Gebildes (?i — 1)- 
ter Stufe im Eaume der n Veranderlicben gerade aus- 

macben. Ein derartiges Gebilde © bat fernerhin die folgende 
Eigenscbaft. Sei (a) ein endlicber Haufungspunkt von Stellen des 
Gebildes ©. Dann werden alle in der Nahe von (a) gelegenen 
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Stellen von @ sich mit den Wurzeln einer endlichen Anzahl von 
Gleichungen decken: 

wobei Fi im Punkte (a) irreduktibel ist. Dabei bat I in einer 
nicbt-spezialisierten Stelle des Gebildes den Wert 1. 

Diese Eigenscbaft ist geradezu charakteristisch fur derartige 
Gebilde was durch folgenden Satz zum Ausdruck gebracht 
werden soil. 

1. Satz.^) Sei @ ein monogenes analytisches Gebilde {n^l)~ter 

Stufe im Baume der n V erdnderlichen welches die vor- 

hezeichnete Eigenschaft aufweist Alsdann gibt es eine gauze irre- 
duktible FunUion G{zi, . , Zn) , deren Wurzeln die endlichen Stellen 
von @5 gerade ausmachen. 

Der Beweis erfolgt sofort aus dem Theorem von § 25, indem 
man in jedem Punkte (a) von ® 

I 

M{a)(2i, . . Zn) =/7A(%, • • •, Zn) , 

A = 1 

dagegen in jedem nicht zu ® gehorigen Punkte (a) 
setzt.2) 

Wir konnen jetzt den am Ausgange des § 26 in Aussicht ge- 
nommenen Satz aussprechen und beweisen. 

2. Satz, Seien ®i, • • • ^i'^^ beliebige Folge ayialytischer Ge- 

bilde der am Eingange dieses Paragraphen bezeichneten Art, und 
sei jedem davon eine willkurliche Multiplizitdt 1^,12,,.. bzw. zuge- 
ordnet, Bann gibt es eine ganze P\nktion G {z^, . . z^) , ivelche in 

den Punkten dieser Gebilde, U7id zwar jedesmal mit der vorgeschrie- 
benen Multiplizitdt, verschwindet und sonsi keine Wurzeln hat. 


1) Hahn, Monatshefte 16 (1905), vS. 29. Miin vgl. alx^r {lucJi (Jronwall, 
Dissertation, wo der Satz im wesentlichen sciiori zu findon ist. Irn iibrigen 
sind verschiedene der Hahnschen Siitze infolge der von (Iron wall lierriih- 
renden Berichtigung, § 25, Ende, enger zu fasHen. 

2) Es konnte den Anschein haben, als wenn wir bier 1)1{>B einen Toil der 
Entwicklungen von § 26 wiederholt batten. Was den Jieweis a,nbetrifft, trifft 
dies in der Tat zu. Die Voraussetzungen sind aber bier allgerneinerer Art, 
denn in jenem Paragraphen entstand ja © aus dexn Vinsehwinden einer bereits 
vorhandenen ganzen Funktion, wahrend bier (3 ganz unabhangig von der Exi- 
st enz einer solohen Funktion definiert wird. 
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1st G{Zi, ,z„) eine lesondere derartige Funktion, so ist die 
allgemeinste Funktion 


WO 


H{zi, . . .,z„) eine ganze Funktion hedeutel. 


§ 28. Von der Darstellung meromorpher Funktionen als 
Quotienten. 

Wir "woUen jetzt einen Satz kenneu lemen, weleher zuerst 
von Poincare^) Mr den ganzen endliehen Eaum ausgesprochen 
und bewiesen wurde. Sein Beweis beruht indessen auf harmoni- 
schen Punktionen im mehrdimensionalen Eaume, deren Tbeorie 
aucb heute noch nicht systematisch ausgebildet ist. 

1. Satz. Sei {S) ={Si,...,S„) ein heliehig&r einfach zu- 
sammenhdngender^) Zylinderbereich, und sei eine Funk- 

tion, welche sich in demselhen meromorph mrhdlt Dann giht es zwei 
in (S) analytische Funktionen G(%, . . z^) und H{z^, , . ,,z^), der- 
art, dap 

F{z„...,z„) = ^^^’---’^”} 

ist, und zwar sind G und H in einer beliebigen gemeinsamen Null- 
stelle dieser Funktionen teilerfremd gegeneinander. 


Der Einfachheit der Darstellung halber beschranken wir uns 
auf den Fall, daB (S') aus dem ganzen endliehen Eaume besteht. 
Sei (a) ein singularer Punkt von F, Dann laBt sich F in der Nahe 
von (a), wie folgt, darstellen: 


F (zi, . . . , — 




wobei . ,,Zn) lauter verschiedene im Punkte 

(a) irreduktible Punktionen bedeuten. Ist aber (a) ein Pol von 
F, so wird der Zahler durch 1 ersetzt. 


1) Acta Mathematica 2 (1883), S. 97. 

2) Genauer gesagt soil jeder Bereich Sj^ einfach zusammenhangen imd 
in seiner erweiterten Ebene berandet sein; m. a. W. soli er im Sinne von Bd. I, 
S. 788 zur Klasse a) oder b) gehoren. 

Tm iibrigen darf einer der Bereiche ein mehrfach zusammenhangen- 
der Zylinderbereich sein. 

Osgood, Funktionen, theorie II, 1. 2. Aufl. 
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Wir ordnen nun jedem singularen Punkte (a) von F die 
Punktion 

«(o) (2i, . . . , 

zu. Dagegen soil in jedem anderen Punkte (a) des Eaumes 
= 1 sein. Die also definierten Funktionen 
geniigen den Voraussetzungen des Theorems von § 25, und darum 
gibt es eine ganze Punktion , welche in jedem end- 

lichen Punkte (a) in bezug auf Division mit aqui- 

valent ist. DemgemaB wird dureh das Produkt 

Fi {^1 9 * • F (zi , . . . , z^ = G (zi , . . . , z^ 

naoh Erganzung in den hebbaren Singularitaten eine ganze Punk- 
tion definiert, und zwar lassen G und H in keinem gemeinsamen 
Nullpunkte einen gemeinsamen Teiler zu. Hiermit ist der Beweis 
erbraeht. 

Der Satz gilt aber im allgemeinen nicht fiir den Pall, daB (S) 
mehrfach zusammenhangt; vgl. § 25, Ende. 

Dem soeben bewiesenen Satz entspricht ein Existenztheorem, 
welches dem Satze von § 24 analog ist. 

Punkte (a) eines einfach zusammenhmgen- 
{S) = (S^i, . . ., werde eine Funktion 

Umgeiung zugeordnet, der art, daji 
sick in meromorph verhdlt und nicht identisch 

verschwindet Ist ferner {a') ein Punkt von , so soli 
9(ct') (^1 y • • • j ^n) i'^ (^^') '^i'i 9 (a){h 9 • ' - 9 ^n) dquivalcnt in bezug auf 
Division sein, Alsdann gibt es eine Funktion F{z^, , , ,, , welche 

sich in (S) meromorph verhdlt und in jedem Punkte (a) von (S) mit 
der zugehorigen Funktion 99^^) , . . . , dquivalent in bezug auf 

Division ist. 

Der Beweis wird mit denselben Hilfsmitteln wie beim vor- 
hergehenden Satze gehefert, indem man die Existenz zweier in 
(S) analytischen Funktionen nachweist, deren Quotient 

G (Zi , ♦ , . , 

H{Zi, ... f z^) 

in jedem Punkte (a) von (S) mit (P(^a){^) Equivalent in bezug auf 
Division ist. 


1) Cousin a. a. 0., S. 56, wobei indessen die Forderung des einfachen 
Zusammenhanges noch hinzugefiigt werden muB. 
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§ 29. Rationale Punktionen. Ber ‘WeierstraBselie Satz. 

Es ist bekannt, welch wesentliche EoUe die Satze betreffend 
rationale Punktionen einer Vertoderlichen in der Analysis spielen. 
Insbesondere nimmt der Satz, daB eine Punktion f{z), welche in 
der erweiterten Ebene nur auBerwesentliche singulare Stellen auf- 
weist, rational sein muB, eine Hauptstellung ein- vgl. Bd. I, S. 347. 
WeierstraB^) hat denselben Satz fiir eine Punktion mehrerer 
Veranderlichen, im Eaume der Analysis betrachtet, ausgesprochen, 
und Hurwitz^) hat ihn bewiesen. 

Satz. Verhdlt sick eine Funktion P" in jedem 
Punkte des Baumes der Analysis meromor'ph , so ist F eine ratio- 
nale Funktion. 

Dieser Satz gestattet Verallgemeinerungen nach zwei ver- 
schiedenen Eichtungen bin. Einerseits braucht man das mero- 
morphe Verhalten nicht fur den ganzen Eaum der Analysis, son- 
dem nur fiir geeignet gewahlte Mannigfaltigkeiten niederer Dimen- 
sion vorauszusetzen. Andererseits gilt er fiir andere durch einen 
unendlich fernen Bereich geschlossene Eaume, wie z. B. fiir den 
projektiven Eaum ja, er gilt sogar fiir jeden Eaum, der nach 
dieser Art geschlossen wird, § 32. 

Der voile Inhalt der Hurwitzschen SchluBweise, welche wir 
jetzt mitteilen wollen, findet im WeierstraBschen Satze noch 
keinen erschopfenden Ausdruck. Vielmehr kann man mit den- 
selben Hilfsmitteln einen allgemeineren Satz begriinden, welchen 
wir nun an die Spitze stellen wollen. 

Sei 21 dasjenige Gebilde des analytischen Eaumes von n kom- 
plexen Vertoderlichen, dessen Punkte mindestens einer der folgen- 
den n Zeilen angehoren: 


(&1, ^2, 


• • • 5 ^n) j 

l^ii 

~ oo, 

i = 2, 3, 

. . . , 71 

{^1, K 


• • • j ) 

|«* 

^ OO, 

i = 1, 3, 

. . . , 71 ; 

. {^1, Zi, 

^3, 

• • • j ^n) ) 


^ oo, 

i = 1,2,3, . . ., 

, n — 1. 


Dabei ist • • -jin) irgendein fester Punkt des genannten 

Eaumes. 


1) Journ. fur Math. 86 (1880), S. 5 = Werke 2, S. 129. 

2) Ibid. 95 (1883), S. 201. 
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Der exT^eiterte Satz. In jedem Punkte von 91 soil sich die 
FunUion F{zi, z^, . . z„) meromor'pTi verhalten. Dann ist F eine 
rationale Funktion von z^, z^, ■ ■ 

Da St in jenem Eaume abgesehlossen ist, so erkennt man zu- 
nachst, da6 es einen 9t umfassenden Sw-fach ausgedehnten Bereich 
% dieses Eaomes gibt, in welchem P das namlicbe Verhalten auf- 
weist, und zwar laBt sich % als der Inbegriff der Punkte 
{zi,Z 2 , . . .,Zn) definieren, deren Koordinaten den in mindestens 
einer der folgenden Zeilen entbaltenen Eelationen geniigen: 



I •2'l — 

l^il 

^ CO , 

-4 = 2,3,. .,n 


\ z^ ^2 1 ■< k, 

1 

l^il 

^ CO, 

i=l,3,..., w 


V 

rO 

1 

21 


^ 00 , i=l, 2, n-1, 


wobei h eine geeignete positive Konstante bedeutet und iibrigens, 
falls bj, = oo ist, Zfc — bi durch — zu ersetzen ist. 

Hieraus erkennt man, daJB der Punkt (&) notigenfalls noch 
A — “Piinkt (&') ersetzt werden kann, in welchem sich 
alytisch verhalt. Im iibrigen moge der also abge- 
^naerte rnnKt (b) vermoge einer linearen Transformation 


' _ Qfc + fe 


Yk ^k 


+ 0, 


A = 1 , 2 , . 


in den Anfang (0) verlegt werden. Von jetzt ab bestehe also 91 
aus den Punkten der Koordinatenhyperebenen — 0: 

91: I (%, . . • 7 ^k- l) ^ ? ^k-\ lj • * • 7 } > 1 I ^ CO? 

* = 1, , . . , X: — 1 , A + 1 , . . . , « ; k = 1 , 2 n, 

und dementsprechend wird % von den Punkten einer bestimm- 
ten Umgebung derselben gebildet: 


\Zj^\<h, i-^k; ^ = 1 , 2, n. 

Dabei moge h noch so gewahlt werden, daB F im Bereiche 
\Zi \ <li, i=i, 2 ,...,w, analytisch ist. 

Der Beweis wird vermoge der Methode der vollstaridigen 
Induktion gefiihrt. Die nachstehende SchluBweise leistet aber 
zweierlei: a) Setzt man == 2, so liefert dieselbe den vollkomme- 
nen Beweis des erweiterten Satzes fiir diesen Fall, b) Nimmt man 
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an, der erweiterte Satz gelte fiir n = 2, 3, . . 1, so ergibt 
sie den Beweis, daB er auch ftir n = n besteht. Im iibrigen ist 
die nachstehende Untersuchung nur dann notig, -wenn F{zi, . ..,z„) 
von alien n Argumenten wirklich abhangt, nnd diese Voraus- 
setzung woUen wir denn noch hinzufiigen. 

Hilfssatz. Nimmt man Ij, der Bedingung | 6*, | < Ji gema§ 
willkurlich an, so ist F(zi, . . z^_i, erne ratio- 
nale Funktion von Zu-i, 

Es geniigt offenbar,- den Beweis ttr den Fall zu fuhren, 
daB 7c = n ist. Sei (osi, . . a„_i) eine beliebige SteUe des ab- 
geschlossenen (Zj, . . ^;„_i)-Raiimes. Dann liegt der Punkt A: 
(ai, . . a„_i, 6„) nach Voraussetzung im Bereiehe $, und daher 
l§,Bt F in der Nahe dieses Punktes die Darstellung zu: 

P(z, ■ ■ .,Zn) . 

WO G, H sich beide dort analytisch verhalten. Hieraus folgt 
weiter ; 


( 1 ) 


F{Zi, . . Zn) = 


Cq 4 - Cl (Zn — i>n) 

^0 + (^n — ^n) + * 


wobei Cjc, C'f^ im Punkte (^i, . . a„_i) analytische Punktionen 
von ^n-i) sind und Cq, Cq nicht beide identisch ver- 


schwinden. 

Ich behaupte nun: die Funktion Gq verschwindet nicht identisch. 
Im anderen Palle wurden namlich zunachst alle in einer bestimmten 
Umgebung des Punktes A gelegenen Stellen der Mannigfaltigkeit 
Zn = K ^‘1 den singularen Punkten der Funktion F{z^,...,Zn) 
gehoren. Sei r die Menge der Punkte dieser Mannigfaltigkeit, 
welche dieselbe Eigenschaft wie A besitzen. Dann besteht r aus 
einem oder mehreren Kontinuen, kann aber die ganze Mannig- 
faltigkeit Zn ^ hn nicht ausfullen, da F ja im Punkte (0, . . 0, 

nach Voraussetzung analytisch ist. Sei . . ., ein 

(endlicher odor vinendlicher) Bandpunkt von r und man seize die 
Darstellung (1) fiir den Punkt A' an. Bezeichnet man mit Cq das 
erste Glied des neuen Nenners, so fiihrt sowohl die Annahrne 
C' ™ 0 als auch diojenige: ^ 0 direkt zu einem Widerspruch. 

Im ersten Falle miihte namlich die voile Umgebung der Stelle 
(a', . . zu singularen Stellen {z^, , , ,, Zn-.i,hn) der Funk- 
tion F{z^,...,Zn) fiihren, und das vertragt sich eben nicht mit 


278 1 , 3 - Singulare Stellen und analytisohe Portsetzung. Bationale Punktionen 

der Armahme, daB A' ein Eandpunkt von r sei. Im zweiten Palle 
ergeben sich dagegen in der Nahe von A' Stellen b„) 

von r derart, daB ,««-i) + 0 ist, und dort ware F ana- 

lytiseh. 

Indem man nun in (1) == setzt, erkennt man, daB die 

Funktion F '(%, . . ^ <ier Nahe der willkiirlichen Stelle 
a„_i) durch den Quotienten zweier dort analytischen 

Punktionen (G'q^O) dargestellt wird. Allein der Weier- 
v>0 

straBsche Satz gilt nach Voraussetzung fiir Funktionen von 
n~l Argumenten, und hiermit ist der Beweis des Hilfssatzes ge- 
liefert. 

Zum Beweise des Hauptsatzes -wollen wir nun zwei Darstel- 
lungen fiir die Funktion F{Zi, . . Zn-i^K) in einem beschrank- 
ten Bereiche miteinander vergleichen. Sei ein Punkt des Krei- 
• ses I I < < fe. Dann ist 


( 2 ) 


. . .,Zn^ubn) 


Bq -f* BiZi Bf Sfx 


3 juui.v^ljlU 


ne in • • •> ^n-i) sind und B' nicht 

ohwinden. Da die Punkte des genannten 

.0 fciuzahlbar sind, so muB es ja unendlich viele Punkte 
bn desselben geben, wozu derselbe Wert von r gehort. Sei eine 
Haufungsstelle solcher Punkte. Dann ist | | ^ h\ Wir be> 
sehranken uns nun in der Folge auf solche Werte von Dabei 
hat r einen konstanten Wert, und die Punkte b^ haufen sich 
in bn. 

Andererseits werde die Funktion F in folgende im Bereiche 
\Zi\<}ij * = konvergierende Eeihe entwickelt: 


( 3 ) F(zij , . Zn) — Aq -j- A^Zi -jr A 2 zl + • • 

Dabei ist Ai. eine im Bereiche i = 2,...,n, analytische 

Funktion von Z 2 ,...,Zn. Setzen wir noch Aj,{z 2 ,..., K) 

= Ajc, so kornmt: 

F(Ziy . . Zn-I, bn) — Aq + A^Zi + -^ 2^1 + • * *. 


Aus (2) und (4) ergibt sich, daB 

[q + Ai Zi + A2 + * * •) (Bq + Bj% + • • • + B^z[) 

= Bq + B^Zj^ BfZ\, 


(4) 
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Daraus gGht nun hervor, daB alle Determinanten (r + l)-ter 
Ordnung aus der Matrix 

■^1 "42 • * • -^r+i 
^2 • • • -^r+2 

verschwindeni), wobei der Bedingung gemaB; | Zil<h, *= 2 , 
und hn ans der be'wuBten Menge willkurlich gewablt werden. Mit- 
hin verschwinden auch die entsprecbeuden Determinanten aus 
der Matrix (Kap. 1, § 14, 6. Satz): 


A 

A 2 

• • Ar+i 

A 2 

Aq 

. . . Ay.^2 


Der Bang dieser Matrix (in bezug auf identisches Verschwinden) 
ist aber mindestens gleich 1, da P" sonst von weniger als n Argu- 
menten abhangen wiirde. 

Hieraus schlieBt man weiter auf die Existenz von r + 1 im 
Bereiohe \Zi\<'hj analytischen, nicht samtlich ver- 

schwindenden Punktionen 

welche den Gleichungen geniigen: 

/r + /r-l -^2 + * * • + /o ^r + 1 == 
fr^% + /r-i ^3 + • • • + /o ^r + 2 = 


Bildet man nun das Produkt 

(^) (^ 1 J J { /o + flh + • * • + /r } 

= {^0 + + • • •} {/o + flh + • * * + /r^l} 


= 9^0 + 9^1^! H ^ 


so erkennt man, daB letztere Eeihe mit dem Gliede r-ten Grades 
schon abbricht, imd darum ist 


(6) 


P(^l, . . Zn) = 


(pQ 4- (PlZl 
/o + /l^l + ' 


■ + yr< 
+ /r^i’ ’ 


woboi auch jode Punktion (p]c{^2> • * -i ^n) sich im Bereiche 
\Zi\<h, analytisch verhalt. 


1) Die Kenntnis der Theorie der linearen Abhangigkeit wird hier, wie 
auch an so manchen anderen Stellen dieses Werkes, vorausgesetzt. Vgl. 
B ocher, Algebra, Kap. 3, 4. 
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Nunmehr sind alle Hilfsmittel vorhanden, urn die endgiiltigen 
Schliisse zu ziehen. In der Formel (6) erteilen wir der Variabelen 
Zi 2r + 1 getrennte Werte c^, • • c^r+i> wobei stets \Ci\<}i. 
Nach dem Hilfssatze wird dann Z 2 ) • • •} ^n) jedesmal eine 
rationale Funktion von Setzen wir 


( 7 ) 


F (ci, %,•••> — 






i = 2r + l, 


wobei Gi,ri teilerfremde Polynome sind. Dann ergibt (6), indem 
wir unter F die Funktion verstehen, folgende 

2r + 2 homogene lineare Gleichungen als notwendige Bedingungen 
fur /o, . . ^fr, (Po^ • • 


F/o + + Fz^ff— ^0“ -^19^1 = 0, 

^l/o + Ci/i + • • • + GiC^/r — F i(pQ r iC-j^Cpi • • = 0, 

^2/0 4 “ G2 /i ” 1 “ * * * "k ^2^2/7- F 2 9 ?o F^g^^x — . . . F^c^cpr = 0 , 


^2r + l/o + ®2r + l^2r + l/l + * * * + ^2r + l^2r + l/r F^r + x^o 

F 2f4-1^2r + l9^1 ' * * ■7^2r + 1^2r + l9^r ~ 0. 

Da diese Gleichungen bekanntlich eine von der identischen 
verschiedene Losung zulassen, so muB ihre Determinante ver- 
schwinden. Letztere werde nach den Blementen der ersten Zeile 
entwickelt. So kommt eine lineare Gleichung fiir F zustande, 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z^, , . z^ 
sind, und hiermit ist denn das Eesultat erreicht, in welchem das 
ganze Eaisonnement gipfelt, sofern nicht etwa der Koeffizient 
von F dabei identisch verschwindet. 

Letzteres kann nur dann eintreten, wenn der Eang^) q der 
aus den letzten 2f + 1 Zeilen der Determinante bestehenden 
Matrix < 2r + 1 ist. Andererseits ist q mindestens gleich r + 1, 
da die Vandermondesche Determinante 


1 

Cl c\ 

..c[ 

1 

^2 ^2 * ' 

■ ■ 4 

1 

c,-+i 4+1 ■ 



1) d. h. der Rang in bezug auf identisches Verschwinden der dabei be- 
teiligten Determinanten. 
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sicherlich nicht verschwindet . und auBerdem kein identisck ver- 
schwindet. 

Sollte nun ^ < 2r + 1 sein, so betrachten wir die Matrix 


G 

ZiO . . 

. z[G 

r 

z^r . . . 

z[r 

Gi 

CiGi . . 

.c[G, 

A 

^1^1 • • • 







cT 


s ir 

wobei die Matrix der letzten q Zeilen void, EaDge q sei mid z-^ 
einen beliebigen Punkt des Kreises | % j < b bedeutet. Im iibri- 
gen ist fur diesen besonderen Wert von 

i . . .f Zfi) 

gesetzt worden. Nach Voraussetzung verschwindet jede (^ + 1)- 
reihige Determinante aus der vorstehenden Matrix. Insbesondere 
wird also 


g'-G . 

. . 4*g 

g^T .. 

.^ir 


4'Gi . 

• • c’/Gi 

ci'A.. 

• oi^r. 

= 0, 

c'-G . 
e c’ 

. . c'^G 

<! 

(f'F . . 
s s 

. . c’T 
c e 



wobei die Matrix der letzten q Zeilen vom Eange q ist und auJBer- 
dem die unter sich, sowie die j;^ unter sich, voneinander ge- 
trennt sind. Dividiert man beiderseits durch F, so geht die 
erste Zeile in folgende liber: 


Die also abgeanderte Determinante werde nun nach den 
Blementen dor ersten Zeile entwickelt. Dadurch ergibt sich eine 
Gleiclmng von der Form 

AF + B =0, 


A = Aq A' -^1% + • • • + Arz[j 
B = Bq + B^Zi A~ ' ' • A- B^z[, 

wobei unt(!r don A^, Bj samtliche Unterdeterminanten jener Ele- 
mente vorkornnion. Mittiin verschwinden A, B sicher nicht iden- 
tisch, und dor Bewois ist geliefert. 

Ini iibrigon laBt der erweiterte Satz auch folgende Formulie- 
rung zu. 
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VerMU sich eine Funhtion meromorph, entweder 

a) in jedem Punhte des Baumes der Funktionentheorie, welcher 
in einer der n Koordinatenhypereherien 

% = 0 , A: = l, w, 

liegt; oder 

b) in jedem Punkte des unendlich fernen BereicJies der Funk- 
tionentheorie, 

so ist . . rationale Funktion alter n-Varidbelen 

-^1 > • • • j • 

Aufgabe. Man zeige, daJB eine Funktion, welche im Eaume 
der Analysis nur Pole besitzt, eine rationale Funktion eines ein- 
zigen Arguments ist. 

§ 30. Fortsetzung. VeraUgemeinerungen erster Art. 

Im Anscblusse an das Hurwitzsche Beweisverfahren, § 29, 
ergibt sich eine Eeihe von Erweiterungen des WeierstraBschen 
Satzes. 

1. Satz. Sei F(%,...,^n) Anfange analytische Funk- 

iinn. welche fur jeden Punkt (ug, ...,a,i) einer hestimmten Urn- 
Stelle = (Oj • • • j 0) rationale Funk- 

tion des ersten Arguments ist: 


Alsdann ist 


F{z^,a^,...,an) =B{zj). 

9o + <Pi^l-] 1- 


wo g)i{z 2 , . . fi{z 2 , . . ^n) analytisch im Anfange sind 

und /o dort nicht verschwindet 


Den Beweis fiihrt man vermoge des Gedankenganges, wodurch 
Formel (6), § 29, begriindet wurde, Nach Voraussetzung ist 


(1) 


F (zi, 02, . . . , a^f) — 


Bq El ^1 
Bq 4 - B^zi 4 - 


4- Bj.z[ 


wobei Bo + 0 und r ^ 0 ist. Sei h so gewahlt, daB F sich im Be- 
reiche 

\ ^]c\ <.hy k=l, 


analytisch verhalt und ubrigens der Bereich 


T^: 


1 ^A: I < 


k = 2,...,n, 
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in T liegt. Indem -wir (a) im Bereiehe 

beHebig annehmen und die Gleicbung (1) dafiir bilden, yerstehen 
wir nnter die Menge solcher Punkte (a), wofiir r^g ist.i) Da 
nun 

limM = T; 

^ = 00 ” 

ist, so muB es nach dem Hilfssatze von § 18 schlieBlich einen 
Wert Q = q' geben, wofiir die Punkte von in einem in T[ 
enthaltenen 2n-dimensionalen Kontinuum uberall dicht sind. 

Von hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie in § 29. 
Einerseits schreiben wir namlich die Formel (1) fiir einen willkiir- 
licben Punkt (a) der Menge bin, wobei aber jetzt r = q' ge- 
setzt werde, gleichviel ob B; beide verschwinden. Anderer- 
seits setzt man die Entwicklung an: 

<2^2, . . ., = Aq -f- Ai^i -f- A2^i 

und verst eht unter Aj^ den Wert von im genannten Punkte 

F (zi, a^, • • • , a^) = Aq + A^z-^ + A2^\ 

Indem man linkerseits die Funktion F durcb ibren Wert aus (1) 
ersetzt, schlieBt man zunachst, daB alle Determinanten (r + l)-ter 
Ordnung aus der Matrix 



A^ 

• • • ^r + l 

A 2 

A 

. . . Ar + 2 


ver,^chwinden miissen. Mithin verscbwinden auch die entsprecben- 
den Determinanten, wenn Aj^ durcb Aj^ ersetzt wird, woraus sich 
dann der Beweis des Satzes ergibt. 

2. Satz.^) Ist F{zj^, . . .,Zn) im Bereiehe \zj,\<h, x = 
analytisch und ist F{a^, . . Zj,, a^+i, . . a,^), | | < /i, eine 

rationale Funldion von Zj^ allein, A:=i,...,n, so ist F{zij , . . , z^) erne 
rationale Funktion von z^, • • •, 

1) Der Bestirnintheit halber kann man ja noch verlangen, daB 

nicht beide verschwinden sollen. Doch ist diese Annahme zum nachsten 
Schlusse nicht ndtig und darf durch irgendeine andere ersetzt werden, wo- 
durch nur dern Punkte (a) ein brauchbarer Wert von r zugewiesen wird. 

2) Madison Colloquium, S. 143, 145, 
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Vor allem ergibt sieh die Darstellung (6), § 29, aus dem vor- 
stehenden 1. Satze. Im Palle n = 2 gelangt man von hier aus 
direkt zum Beweise, indem man die am Ende jenes Paragraphen 
beniitzte SchluBweise anwendet. 

Wir nehmen nun an, der Satz sei richtig fiir 2,...,» — 1 
Arguments und beweisen ihn dann fiir n Arguments. Ertedt man 
der Variabelen 2r + 1 getrennte Werte c^, . . ., ^Zr + lf \Ci\< h, 
so wird F{Ci,Z 2 , • • - Punktion von n — 1 Argamenten 

sein, welche den Bedingungen des vorliegenden Satzes geniigt 
und daher nach Voraussetzung diesem Satze gehorcht. 

Hiermit hat sich nun ergeben, daB F{Ci,Z 2 , • • - iZn) eine ratio- 
nale Punktion von ist, und die alte SchluBweise von 

§ 29 setzt jetzt wieder ein. 

3. Satz. Verhdlt sich eine Funktion F(z^, . . in jedem 
Punkte der Koordinatenachsen unter Zugrundelegung des Baumes 
der Funktionentheorie meromorph, so ist F eine rationale Funktion 
der n Variabelen < 2 :^. 

Sei die Menge der zu den Koordinatenachsen gehorigen 
Punkte, 

' (%, 0, . . 0), 1 ^ 1 1 g oo; 

(0? ^2^ • * • > 0) > I ^2 1 ^ 

V (0 , 0 , . . . , , I 1 ^ 

Da SK abgeschlossen ist, so kann man die Menge in einem 
2n-dimensionalen Bereiche % einbetten, worin sich F meromorph 
verhalt. Insbesondere darf %, wie folgt, gewahlt werden; die 
Punkte von 2 sind alle diejenigen, deren Koordinaten mindestens 
einer der nachstehenden Eelationen geniigen. 

A = 2 , 3 , . . . , 

A: = 1 , 8 , . . . , M, 

Im iibrigen kann man unbeschadet der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daB F sich im Anfange analytisch verhalt, und h dann 
noch so beschranken, daB F sich im Bereiche 

\Z^\<h, 4 = 1 ,...,,,, 

analytisch verhalt. 


\Zk\<'h, 
^ai^oo, \Zk\<h, 





1 
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Behufs des Beweises zeigen -wir im AnschluB an das in § 29 
verwendete Verfahren, daB die vorgelegte Funktion 
den Bedingungen des 2. Satzes geniigt. Sei \ eine beliebige zlbl, 
iind sei \aj,\<h, a = 2,. Dann verhalt sich F naeb Vorans- 

setzung meromorph im Punkte A: (&i, aj, und damm ist 


( 2 ) 


F{zu 






wobei G nnd H sich beide im Pnnkte A analytisch verhalten nnd 
auBerdem, falls beide dort verschwinden, relativ teilerfremd sind. 
Daraus ergibt sich, daB 


(B) 


F = (^2 <^2 » * » « > 

^0 “h ^2 (^2 %>•*•» Oird 


wobei ^2 konvergente Potenzreihen bedeuten, deren Koeffi- 
zienten, sowie Cq, Cq, in einer festen Umgebnng des Punktes 
12^ == hi analytisch von Zi abhangen und welche beide im Pnnkte 
(a) verschwinden. 

Jetzt behaupte ich: die Funktion Cq kann nicht identiseh 
verschwinden. Gesetzt, dem ware nicht so, also CJ = 0 . Dann 
muBte zunachst jeder Punkt (%, ag? • • •> wobei Zi ein Punkt 
eines Kreises t mit dem Mittelpunkte hi ist, eine singulars Stelle 
von F sein. Nun lasse man r wachsen. Dieser Kreis kann nie den 
Punkt Zi =■- 0 im Innern enthalten, denn im Pnnkte ( 0 , a2, . . ., aj 
ist ja F analytisch. DemgemaB muB es einen groBten Kreis i 
geben. Sei ein Eandpunkt desselben, und man setze die ent- 
sprechendo Gloielmng ( 3 ) fiir den Punkt ( 5 i, ag, . . ., a^) an. Dann 
muB auch (Jq identiseh verschwinden. Da aber hi ein beliebiger 
Punkt dc^B Kredsrandes war, so vertragt sich dieses Ergebnis 
nicht daniit, dal.) r der groBte Kreis war. 

Hionnit ist nun dargetan, daB C'^^O ist. Setzt man also 

a/,, A- in ( 3 ), so ergibt sich, daB dg, . . ., sich 
im Punkte Zi by meromorph verhalt. Dieser Punkt ist aber be- 
liebig und da,rf sogar der Punkt 2^1 — 00 sein. Mithin ist 
F{2y, a,,) ('irie rationale Funktion von Zi, und hiermit ha- 

ben wir Ansel d ll 1.) an den 2 . Satz erreicht. 

Pui der lAnvniulii'rung des Satzes diirfen offenbar an Stelle 
von UJi n Lxdiobige G (‘radon treten, welche nur bzw. den n Koor- 
dinatenachsen paralkd vorlaufen. Auch diirfen einige oder sogar 
alle dieser Geradcm durch Mannigfaltigkeiten ersetzt werden, 
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■welche im TJnendKchen liegen. Im besonderen kann man den 
folgenden Satz anssprechen. 

Andere Pormulierung. Verhdlt sich eine Funktion 
F(z^,...,z^ Tneromorfh in jedem PunMe desjenigen Teiles des un- 
endlich fernen Bereichs des Baumes der Funktimentheorie, welcher 
n — 1 NordpoUn nebst einem willkurlichen Punkte der k-ten 
Kugel, entspricht, so ist F eine rationale Funktion alter n 

Variabelen . . ., 2„. 

Der 2. Satz laBt noch eine Erweitenmg zn, indem die erste 
Hypothese sich als eine Folge der zweiten erweist. Dieser Satz 
■wird nun, wie folgt, formuliert. 

4. Satz.^) Ist eine Funktion F{zi,...,Zn) so heschaffen, da^ 
F{ai, . . Ufc.i, z^, a*;+i, . . a„), k=i, eine rationale Funktion 
von Zjc allein ist, wobei a„) einen beliebigen Punkt der TJm- 

gebung | Zj | < p, i=i , des Anfangs bedeutet, so ist F{zi, z„) 
eine rationale Funktion von 

Das Beweisverfahren wird schon klar, -wenn wir uns auf den 
Fall n = 2 beschranken. Dabei werde noch Zi—z, z^=w ge- 

iNach Voraussetzung ist i^(a, ] a | < ^, eine rationale Punk- 

tion von w allein. Sei die kleinste Entfernung eines im End- 
lichen gelegenen, von w — ^ versehiedenen Poles dieser Funktion 
vom Anfange w=Q, falls ein solcher Pol vorhanden ist; sonst 
sei ra=2Q. 

Jedem Punkte des Kreises | < 2 : | < ^ ordnen wir nun zwei na- 
tiirliche Zahlen, i und j, wie folgt, zu. Ist erstens wo q' 

positiv und kleiner als q gewahlt ist, so wird dem Punkte z die 
Zahl i = 1 zugewiesen. Sonst wird i durch die Eelation 


4-<n 


bestimmt. 

Zweitens wird die Funktion 
Kreisringe 


K: 


i + 1 


W 


F {a, w) im abgeschlossenen 

< 4 -. 

% 


1) Die hiermit erhaltene Verallgemeinerung des 2. Satzes nebst Beweis 
verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von E. E. Levi unter dem Datum 
vom 15. Juli 1913; vgl. auch das Madison Colloquium, S. 145. 
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betrachtet, wobei i zum Punkte a gehort, Der absolute Betrag 
derselben liat dort ein Maxituuni JkT, XJnd nun wird j so be- 
stimmt, daB 

ist. Mit andern Worten soli in jedem Punkte von K 

\F{ayW)\<j, 

in mindestens einem Punkte von K dagegen 

j — 1^ \F{a,w) I 

sein. Die hiermit erhaltenen Zahlenpaare (i, j) bilden eine ab- 
zaibare^) Menge, deren Elemente wir den natiirlichen Zahlen auf 
irgGnd eine bestimmte Art, etwa nach dem Schema von Bd. I, 
S. 201 zuordnen wollen: 

Sei P,n die Menge der Punkte z, wofiir n ist. Dann ist 
sicher in enthalten. Aus dem Hilfssatze von § 18 

schlieBen wir nun, daB es eine uaturliche Zahl ^ geben muB, der- 
art, daB die Menge P^^ in einem zwei-dimensionalen Teile jenes 
Kreises uberall dicht ist. 

Wir wollen die Menge der Punkte z, welche zum Paare (i,j) 
gehoren, mit bezeichnen. Da nun aus einer endlichen An- 
zahl von Mengen besteht, muB es ja auch eine dieser Mengen, 
geben, welche in einem zwei-dimensionalen Teile T der z- 
Ebene uberall dicht ist. 

Jetzt werdo die Eunktion F{z,w) im Bereiche betrachtet, 
wofiir w im Kreisringe 

K': 

'i/' + 1 ' ' 

und z in T liogt. Dann ist 

\F{z,w) I g ?■'. 

Denn F{z,w'), wo to' einen beliebigen Punkt des zu i' gehorigen 
Bereiches JC l)('d(Mitc!t, ist eine rationale Eunktion von <3, welche 
auBerdem in den Eunkten von Q.,y dem absoluten Betrage nach 
nicht grolh'r als j' wird. 


1) Insbesondere kann sicb diese Menge auf eine endliche reduzieren. 
Die hierdurch hervorgerufene Vereinfachung des Beweises liegt dann auf der 
Hand. 
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Hiermit sind die Bedingungen des Satzes von § 17 erfiillt, 
'woraus sich denn ergibt, daJ3 F(z,w) sich- im Zylinderbereiehe 
{T,K') analytiseh verhalt. Aber jetzt sind die Bedingungen des 
vorstebenden 2. Satzes scbon erfiillt, und hiermit ist nun der Be- 
veis geliefert. 

Im Balle n>2 ist, werde z„ =w, n — 1 = m gesetzt. Dann 
wird die Funktion F(zi, . . .,z^,w) im Punkte (z) = (a) betrach- 
tet, -wo lUftl <Q, i=i, ist, und wird nun geradeso definiert, 
■wie vorhin. Alsdann gilt auch fiir j die friihere Definition, und die 
SchluBweise gestaltet sich gerade so, wie vorhin. 

Zusatz. Ist die Funktion F so heschaffen, da§ 
^(ai, ein PolynOm in Zt, allein, k=t, 

ist, wdbei a„) einen heliebigen Punkt der Umge- 

bvng\zt\<Q, i=i , des Anfangs bedeutet, so ist F{Zj^, . . Zn) 
ein Polynom in den n Variabelen (%, . . .,^n). 

Aufgabe. Man gebe einen direkten Beweis des Zusatzes. 

Erweiterung des Weierstrafiselien Satzes. 

der beiden nachstehenden Hilfssatze wird ein Grad 
.cj. , oxu,x*g,v.meinerung des WeierstraBsohen Satzes von § 29 
erreicht, welcher wenigstens fiir die Praxis wohl als definitiv an- 
gesehen werden diirfte. 

1. Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Transformation 

(1) zl = fi{zi,...,z„), i = l, 

folgender Beschaffenheit Die Funktionen verhalten sich mero- 
morjph in einem Punkte (z) = (a) , und ferner: 

i) Es gibt eine Umgebung a des Punktes (a) der art, dafi der- 
jenige Teil a' davon, welcher nach Aushebung der singuldren Stellen 
der fi aus a uberbleibt, in umkehrhar eindeutiger Weise auf einen 
Bereich T des {z')-Baumes abgebildet loird. 

ii) Der Bereich T enthdlt eine Folge von Punkten 

lim ^ — cxD , 

deren Bildpunkte in a' sich am Punkte (z) ^ (a) hdujen. 
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Dann besteU die in a’ lelegene Losung der Gleichungen 
(A) 2„) , 2„) = 0, 

G<\z[\, fc = 2, . . . , n, 

aus einer Kurve 

(®) C + 0, 

wo (oS) analytisch im Punkte C = 0 mrMli, und C = 1K, 
o)i (0) = a* isL 

Zum Beweise setzen wir 




* = 1, 


wo giyhi sich im Punkte (z) = (a) analytisch verhalten und, so- 
fem beide dort versohwinden, aueh in (a) teilerfremd gegenein- 
ander sind. 

Betrachten wir zuerst die letzten n — 1 Gleichungen (A). 
Zum Bestehen derselben ist notwendig, daB 


( 2 ) 

wobei 


0, . . z„) = 0, 

9i (*^1 > • • • > ®m) ~ ^ > • • • > 9n ) • • • ) ®n) “ 0 • 


Nach dem 2. WeierstraBschen Satze, Kap. 2, §17, bestimmen 
die Gleichungen (2) ein oder mehrere Gebilde g. 

Bines dieser Gebilde g muB notwendig von der ersten Stufe 
sein. Indem wir namlich 

c = IM 


setzen, nimint die erste Gleichung (A) die Form an, 

C<7iM, . ■ ■,3„) ^\{Zj,...,Z„), 

wobei der Voraussotziing ii) zufolge 

7i,(ai, . . a„) = 0. 

Wir betrachten fornor die Funktion 

/q\ \ {Zl> ■ ■ ■ > 

auf den vorschit^denon Gebilden g. Auf einem derselben wird diese 
Funktion jodenfalls nictit durch das identische Versohwinden von 
gi{zi, . . .,Zn) illusorisch, denn dem Punkte {z') = 0, . . ., 0) 

Osgood, Vuuktioiioiilhoorle. 11,1. 2. Aufl. 19 
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ontspricht ja Gin Punkt von nnd in einom PiinktG von 
verschwindet kein 1^. Sei g' ein Gebilde g, worauf ein solcher 
Punkt [z) liegt. Wiirde nun auf g' identisch verschwinden, so 
wurde jeder der unendlich vielen Punkte von g', worin keine 
Punktion verschwindet, in den Punkt {z') = 0 ubergefuhrt, was 
der Voraussetzung i) zuwider lauft. 

Dieses Gebilde g' kann aber auch nicht von hoherer als der 
ersten Stufe sein. Denn sonst muBte die Punktion welche ja 
in einem gewissen Punkte desselben den Wert annimmt, 

auch in (unendlich vielen) anderen Punkten von g' den gleichen 
Wert erhalten, und damit wiirden alle diese Punkte von cr' in ein 
und denselben Punkt von T ubergefiihrt, was der Voraussetzung 
i) widerspricht. 

Dieses Gebilde g' moge nun durch die Gleichungen 

(4) ) z=l, n, 

dargestellt werden, wo y>i analytisch im Anfange und ^^(0) = 
ist. Im ubrigen soil einer Stelle von g' auch nur ein Wert von X 
entsprechen. 

Tragt man in der Punktion die Werte (4) der 

Zi ein, so entsteht dadurch eine Punktion von X, wel- 
cne sicn im Punkte >1 = 0 analytisch verhalt und jedenfalls nicht 
identisch verschwindet. Denn gebildet fiir dieselben 

Werte der Argumente, verhalt sich ebenfalls analytisch im Punkte 
>1 = 0 und verschwindet nicht identisch, und z[ hat am Gebilde 
g' den Wert In jeder Nahe des Punktes (a) gibt es 

Punkte X^^^ von g', in denen z[ den Wert annimmt, und 

hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus (3) ergibt sich somit, daB C? ^nf dem Gebilde g' be- 
trachtet, zu einer Punktion 

(5) 

wird, welche sich zunachst meromorph im Punkte 1 = 0 verhalt. 
Da nun aber f in den Punkten l‘‘> den Wert annimmt, 

so kann ce (1) keinen Pol im Punkte 1 = 0 haben. Im ubrigen 
ist ft) (0) = 0 , und es muB ferner 

ft>'(0) + 0 

sein. Denn sonst wiirden einem in der Nahe des Anfangs belege- 
nen Werte von mehrere Werte von 1 entsprechen, und diese 
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warden wieder zu verschiedenen Pnnkten (.) von a' fuhren, deren 
alle den gleichen Punkt (1/f , 0, . . 0) von T Heferten 

Hiermit sind wir berechtigt, als Parameter A geradezu die 
Variabele f zu nehmen, wodurcb denn die Gleichungen (4) in die 
vom Satze verlangten Gleichungen (B) ubergehen. Es bleibt nur 
noch nbng zu zeigen, daB hiermit auch aUe in u' belegenen Lo- 
sungen des Systems (A) erschopft sind. 

Wurde es namlich ein zweites, in a' belegenes Gebilde erster 
Stufe, g", geben, so konnte man gerade so wie vorhin auf die 
Darstellung (4) desselben, 

sohlieBen, und hieraus wiirde man dann wiedemm auf die Exi- 
stenz zweier Punkte von a' gefiihrt, die ein und demselben Punkte 
(1/C, 0, . . ., 0) von T entspreehen. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes vollig erbracht. Wir be- 
merken noch, daB es denkbarerweise, den Gleichungen (2) entspre- 
chend, noch Gebilde g erster oder sogar hoherer Stufe gibt, wel- 
che dann am Eande von a', also in der singularen Mannigfaltigkeit 
der Transformation (1) liegen und somit fiir die eigenthche Trans- 
formation (1) belanglos sind. 

2. Hilfssatz. Verhalt sich eine Funktion F , z„) im 
Anfange analytisch und in jedem endlichen Punkte der z^-Achse, 


(^1 > 0 , . . . , 0 ) , 


Uil<» 


meromorph; geht F ferner durch die Umkehrung der Transformation 
(1) in eine im Punkte (z) — (a) meromorphe Funktion^) fiber, 

F{z{, . . .,Z'„) =0{Zi,.. .,Zn), 
so ist F{zi,0, ■ ■ ■, 9) erne rationale Funktion von z^. 

Vor alliun wo11(mi wir nachweisen, daB die Funktion 


F{z„0,...,0) ==<p{zf) 

im Endlicluai hiichstona Pole besitzt. 

Plat (lie P’liiiktion F{z^, . . .,z^ eine endliche singulare Stelle 
(yi, 0, . . . , 0) , so inuB jo(l(3nfalls yi4=0 sein. Sei (Ci,0,...,0) 
eine solcho Sl.dle, welclie dom Anfange am nachsten liegt, 


1) Sofern man wenigatens von etwaigen hebbaren Unstetigkeiten ab- 

sieht. 


19 * 
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d. h. F(zi,...,Zn) verhalt sich analytisch in jedem Punkte 
wofur | % ] < | Cj | ist, nicht aber im Punkte 

In der Nahe von (cj, 0, . . 0) laBt F die Darstellung zu, 


F{zi, 


N Fg + (% — Cl) -f- • • • 


vrobei F'^{z 2 ,...,Zn) sieb in einer bestimmten 

Umgebung des Anfangs analytisch verhalten und Eq{0, . . 0) = 0 

ist. Nun ka-nn aber 0) nicht fiir alle Werte von fc ver- 

schwinden, sofern wir voraussetzen, daB Zahler und Nenner im 
Punkte (% , 22 > • • • , ^«) = («! > 0 . • • • . 0) teilerfremd sind. Denn 
sonst wiirde der Nenner in einem Punkte (5i, 0, . . 0) verschwin- 
den, Avo fej in der Nahe von liegt und | bj | < | Cj | ist. Diese 
Stelle AVTirde dann eine dem Anfange noch naher belegene Singu- 
laritat der Punktion F{zi,...,z^ liefern, Avas zu einem Wider- 
spruch fiihrt. 

Bezeichnen Avir B*(0,...,0), bzAv. mit e*, 

so erhalten vdr fiir die Punktion 


P(2l,0,...,0) =9?(2i) 


in der Nahe von Cj die Darstellung 


95 ( 21 ) = 


eo + ^i(2i — Cl) -I 


®TO 4^ b , 1 ^ w , 


Av^oraus denn ersichtlich Avird, daB cp{z^ hochstens einen Pol im 
Punkte 2 i = <?! hat. 

Untersuchen Avir jetzt das Verhalten der Punktion <p{z^ in 
der Nahe der Stelle 2 i = cxj ! Sei 


0{Zx, ...,2„) = 


G(Zy, ... j 
H(zi,...,z„) ’ 


wo G und H im Punkte ( 2 ) = (a) teilerfremd gegeneinander sind, 
falls beide dort verschAvinden. Es kann nun H unmoglich auf dem 
aus der Kurve (B) bestehenden Gebilde g identisch verschAvinden, 
denn die endlichen in der Mannigfaltigkeit z\ = 0, k=i,...,n, 
belegenen singularen Stellen von F{z\, . . ., z'^) sind ja isoliert, 
und darum verhalt sich die Punktion analytisch in geAvissen Punk- 
ten von T, welche Punkten der Mannigfaltigkeit entsprechen. 
Tragt man also in 0{zi,...,Zn) die Werte von z^ aus (B) ein, so 
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entsteht eine im Punkte C = 0 meromorplie Punktion, 

2 „) 

Mithin wird 

und f{z[) erweist sich somit auch im Punkte 2^ = 00 als mero- 
morph. 

Da 9p(2i) sich nunmehr in jedem Punkte der erweiterten z^- 
Ebene meromorph verhalt, so ist q>{z^ eine rationale Punktion, 
w. z. b. w. 

Aus den beiden voraufgescbiekten HHfssatzen, nebst dem 
2 . Satze von § 30 , erscbbeBt man nun das in Aussicbt genom- 
mene Theorem, welches wir tolgendermaBen formuUeren woUen. 

Endgiltige Erweiterung des WeierstraBscben Satzes. 
Szi F(zi, . . 2„) wi Anfange analytisch und in jedsm endlichen 

Punkte einer jeden der KoordinatenacJisen meromorfh. Geniigt F 
ferner den Bedingungen des 2 . Hilfssatzes, fur jede der n Koordina- 
tenachsen ausgesprochen, so ist F{zi,...,z„) eine rationale Funk- 
tion aller n Argumente, 

§ 32. Meromorplie Funktionen im erweiterten Eaume. 

Es liandolt sich hier urn die erweiterten Eaume von Kap. 1, 
§§ 18, 19, sowio urn andere Eaume ahnlicher Art nebst den zuge- 
horigen Trarisformationsgruppen, und urn Funktionen, welche sich 
in eincrn solchen Eaume tiberall meromorph verhalten. 

t ion oines erweiterten Eaumes. Dem Begriffe 
eines crwdterldm Eaumes liegt eine Transformationsgruppe zu- 
grunchs wodurch ch^r komplexe Euklidische Eaum im allgemeinen 
umkelirliar (‘iiuh'utig und analytiscli in sich iibergefuhrt wird. Sei 

( 1 ) Z- f {z-j^ , . . , , , / = 1 j . . . > « 

eine d(‘r dd-aaisformaliorKai dieser Gruppe. Dann moge sich vor 
allem in jiMlmi ('ndliclion Punkte meromorph verhalten. Sei 
{z) (d) eino ((‘ig('iitlieh(% d. h. eridliche) singulare Stelle fiir we- 

nigstens (viru^ (ha* /,• und soi g eine Umgebung von (a). Bezeichnet 
man init u' {hmjiaiigiai Teil von a, wedcher .nach Aushebung der 
singuljirim Stelh^n (ha* /,• aus a zuriickbleibt, so werde a' umkehr- 
bar oindeidig und analytisch auf einen Bereich T abgebildet, und 
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zwar lasse sich a so einschranken, daB T auBerhalb eines beliebi- 
gen endlichen Teiles des eigentlichen Eaumes liegt. 

Dexn Punkte {a) wird nun ein uneigentlicher Punkt A' ver- 
moge einer spezifischen Definition entsprechen. Wie die Gruppe 
beschaffen sein muB, damit eine Definition der Art moglich sei, wie 
sie in den bisher bekannten Fallen getroffen worden ist, mag da- 
hingestellt bleiben. Wir konnen aber gewisse Eigenschaften der 
Transformationen angeben, welche bei einer Brweiterung der ge- 
meinten Art nicht fehlen diirfen. 

x) Sei 

( 2 ) z] = (pi{z-^, . * 

eine Transformation der Gruppe, wodurch der eigentliche Punkt 
(z) = (6) in den obigen eigentlichen Punkt {z') = (a) ubergefiihrt 
wird, Dbt man zuerst (2) und darauf (1) aus, so entsteht dadurch 
eine Transformation der Gruppe, wodurch dem Punkte {z) = (b) 
ein uneigentlicher Punkt J3' entspricht. Und nun soil B' eben 
mit A' identisch sein. 

Definition. Unter der Umgebung eines uneigentlichen Punk- 
tes A* verst eht man die Gesamtheit der eigentlichen und un- 
eigentlichen Punkte, welche einer Umgebung eines zugehorigen 
endlichen Punktes {z) = (a) entsprechen. 

Sei PijPg,... eine Folge eigentlicher oder uneigentlicher 
Punkte, Dann heiBt A' eine Hdufungsstelle der Menge, wenn 
Punkte Pi in jede Umgebung von A' eindringen. Entspricht einer 
beliebigen Umgebung von A' eine Zahl m derart, daB alle P^., 
wofiir m in derselben liegen, so heiBt A' der Grenzpunkt 
der Menge. 

ii) Sei A' ein uneigentlicher Punkt, und sei (#)), = 

eine Menge eigentlicher Punkte mit der Grenzstelle A'. Dann ist 

n 

lim ^ I I == cx) . 

k = OOi=l 

Aus dem Grunde bezeichnet man die uneigentlichen Punkte auch 
als unendlich feme Punkte und deren Gesamtheit als den unend- 
lick fernen Bereich, 

hi) Im ubrigen lassen sich die Umgebungen zweier uneigent- 
lichen Punkte A' und S', bei beliebiger Wahl der einen und ge- 
eigneter Wahl der anderen, umkehrbar eindeutig und stetig aufein- 
ander abbilden. 



§ 32. Meromorphe Piinktionen im erweiterten Batune 295 

iv) Die uneigentlichen Punkte bilden eine abgeschlossene 
Maxmigfaltigkeit. Durch dieselben werden die eigentlichen Punkte 
auch zu einer abgeschlossenen Mannigfaltigkeit (dem erweiterten 
Eaume) erganzt. Insbesondere dringt jeder Strabl 

n 

Zi^at+Xit, 0<^lAi|, 0^t<oo, 

*= 1 

in jede Umgebung mindestens eines uneigentlichen Punktes A' 
ein. 

Daraus ergibt sich, daB es eine endliche Anzahl Ton Trans- 
formationen der Gruppe gibt, derart, daB ein beliebiger uneigent- 
licher Punkt naindestens durch eine derselben in einen endhchen 
. Punkt ubergefuhrt wird. 

Der erweiterte Eaum hangt offenbar linear einfach zusammen. 

Definition. Bine Funktion\F(^i, . . verhalt sich amly- 
tisch resp. meromor'ph in einem uneigenthchen Punkte A', wenn 
die transformierte Bunktion, 

^ ('^1 > • • M ” - F " (^1 > . . • ) 

sich in einem zugehorigen eigentlichen Punkte {z) = (a) (hochstei^s 
bis auf hebbare Unstetigkeiten) analytisch resp. meromorph vei- 
halt. 

Hauptsatz. Eine Funktion F{z^, . . Zn) , welche sich in 
jedem Punkte eines erweiterten Raumes meromor'ph verhalt, ist eine 
rationale Funktion, 

Unbeschadet der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB 
die Funktion sich im Anfange analytisch verhalt. Sie wird sich 
ferner in j(Hlom endlichen Punkte einer Koordinatenachse mero- 
morph verlialtun. 

Ikitracliton wir nun etwa den Strahl 

L: Zi^t, Q^t<co; = 

Derselbe dringt ja in jede Umgebung mindestens eines uneigent- 
lichen Punkt(!S A'. Bei {z) = {a) ein eigentlicher dem Punkte A' 
zugeliorigcir Punkt. Dann geniigt die zugehorige Transformation (1) 
dieses Paragraplum saintlichen Bedingungen der Transformation (1) 
von § 31. Das gloiche gilt fiir jede andere der Koordinatenachsen. 
Nach dem erweiterten WeierstraBschen Satze, § 31, erweist 
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sich \P somit .als eine rationale Funktion aller n Argamente 

Der vorstehende Satz wurde fiir den projektiven Eaum vom 
Verfasser bemesen.^) 

Sodann wnrde der Beweis fiir die zusammengesetzten Eamne, 
Kap. 1, § 19, von Jackson*) gefuhrt. 

Aus diesem Satze geht der folgende unmittelbar hervor. 

Satz. VerMlt sich die Transformation (1) auch in den uneigent- 
lichen Punkten des erweiterten Baumes meromorph, so sind die 
rationale Funktionen. 

§ 33. Von den nmkelirbar eindentigen Transformationen eines 

Eaumes in sicli. 

Eine Transformation 

(1) i = 

heiBe regular in einem Punkte (z) = (a), wenn die Umgebung des 
Punktes (a) ein-eindeutig und stetig auf die Umgebung des Bild- 
punktes (a') bezogen wird und auBerdem jede der Punktionen 
sich im Punkte (a) analytisch verhalt. Nach Kap. 2, § 19, 1. Satz 
verschwindet dann die Jacobische Determinante der Transfer- 
mation im Punkte (a) nicht, womit sich denn die Umkehrfunk- 
tionen 

als analytisch im Punkte {z') = {a') erwiesen. 

Diese Definition laBt sich noch auf den Pall ausdehnen, daB 
mindestens einer der Punkte im unendlich fernen Bereiche liegt. 
Wir gehen namlich von einem erweiterten Eaume aus, wie er in 
§ 32 des naheren erklart worden ist, und betrachten eine Trans- 
formation (1), wodurch die Umgebung eines unendlichen Punktes 
A' in die Umgebung eines eigentlichen oder uneigentlichen Punk- 
tes J." ein-eindeutig und stetig libergeht. Bine solche Transfor- 
mation heiBt regular, wenn sie in jedem eigentlichen Punktepaaro 
regular ist. 


1) Osgood, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912), S. 159. Dabei 
wurde eine interessante (1, n!)-deutige Transformation des Raumes der Funk- 
tionentheorie auf den projektiven Raum beniitzt. 

2) Dunham Jackson, Journ.fiir Math. 146 (1915), S. 185. 
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Satz. ^ 1st die Transformation (1) im PunUe, A' regvMr, so 
verhalten sich du Funktionen im Punkte A' meromorfh. 

Wir behandeln zuerst den FaU. daB A' in einen endHchen 
Punkt A" : (z') = (a') iibergeht. Sei 


S-. 


h In) 


f = 1, . . n. 


eine Transformation der Gruppe, wodurcb ein endlicber Punkt 
S : (I) = (h) in A' verwandelt wird. Dann wird eine Umgebung 
a von B umkehrbar eindeutig und stetig auf eine Umgebung t 
von A' bezogen. Einem Punkte (^) von a, der nur auf keinem 
der Gebilde kj(li, . . |„) = 0 liegt, entspricht ein endlicber Punkt 
( 2 ) der Umgebung von A’, und dieser Punkt wird wieder durch 
die Transformation (1) in einen Punkt ( 2 ') von t iibergehen. Jede 
der genannten Transformationen ist regular in einem endlichen 
Punkte und darum verhalten sich die Funktionen 


= /<(«!, 


t:=l, 


analytisch in jedem Punkte von cr, der nicht auf einem Gebilde 
hi = 0 liegt. Da sie fernerhin stetig auf diesen Gebilden sind. so 
verhalten sie sich auch dort und also ausnahmslos in a anal} 
Hiermit ist aber eben dargetan, daB die Funktionen 
sich in A' analytisch verhalten. 

Wird umgek(3hrt durch die Transformation (1) ein endlicber 
Punkt (z) = (a) in einen uneigentlichen Punkt P ubertragen, so 
zeigt eine ahniiche Uberlegung, daB die Funktionen 
sich in (a) rncroinorph verhalten. 

Wir wonden uns jetzt dern Falle zu, daB A" im Unendlichen 
liegt, iind fiiliren wieder die Transformation S aus. Hier brauchen 
wir aber noch eine zweite Transformation der Gruppe, 


S': = •••.f;). 

wodiircli ein endliclier Punkt B' : (f ) = (b') in A" verwandelt 
wird. I>(‘Z(‘i(din(!t man die Transformation (1) mit T, so wird 
durch die Tnuisfonnatiou 


S'-^'rS: - 1 , 

die Umgebung a von B auf eine Umgebung a' von B' umkehr- 
bar eindmitig; und stefig abgebildet. Es handelt sich nun uni 
den Uewois, duB Wi(li, • • l„) sich in a analytisch verhiilt. 
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1st (I) ein. Punkt Von a, dem ein endlicher Punkt ii) der 
UmgQkung von A' entspricht, also • • •, imd geht 

(«) dnrch T wieder in einen endlichen Punkt der Umgebung von 
A", so wird i„) schon analytisch im Punkte (|) sein. 

Sei (I) wieder ein Punkt von u, dem ein endlicher Punkt («) 
der Umgebung von A' entspricht, nur soil jetzt dem Punkte (z) 
ein uneigentlicher Punkt P der Umgebung von A" entsprechen. 
Durch 8'-^ "wird P in einem Punkt (|') von a' verwandelt. Und 
nun liegt genau der soeben behandelte Pall vor, wobei nur, was 
die Bezeichnungsweise anbetrifft, (z) und (z') ihre Eollen ge- 
wechselt haben, und (S') an Stelle von (|) tritt. Darum ist die 
Transformation der Umgebung dieses Punktes (z) auf die Um- 
gebung des entsprechenden Punktes (|') eine regulare (beide 
Punkte ^sind ja eigentliche), woraus denn endlich hervorgeht, daB 
. . ., i„) sich im bewuBten Punkte (i) analytisch verhalt. 

Hiermit ist nunmehr erwiesen worden, daB 
sich in jedem Punkte von a analytisch verhalt, der nur nicht 
auf einem Gebilde hi = 0 liegt. Port bleibt cof aber noch stetig, 
und darum ist m,- auch dort, und somit ausnahmslos in cr ana- 
lytisch. 

Kehren wir jetzt zur Transformation 


S': 


Zj : 


• • •> ^n) 


i '„) 


i=i,. 


zuriick! Da I,' analytisch von (|) abhangt, 

~ • • •) ^ 7 ^ j 

SO gehen auch ('J, h.(ij, . . i'J in analytisohe Punk- 

tionen von (f) Tiber, 

■ ■ ■> i'n) = f J 


und daraus ergibt sich nun die Darstellung 


=fi{h, 


■7 \ • • •> Sn) 


z = 1 , . . ., n. 


Darin liegt aber eben der Beweis, daB die Punktionen /,■ sich im 
Punkte A' meromorph verhalten. 

Aus dem yorstehenden Satze ergibt sich der Beweis des fol- 
genden Theorems. 
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Hauptsatz. Die al^emeinste umkehrhar eindeutige Transfer- ' 
nation eines erweiterUn Baunes in sick, welche amnahmshs regular 
ist, kann nur eine rationale Transformation sein. 

Sei (1) eine seiche Transformation. Dana verhalten sich die 
Funktionen fi naeh dem s6eben bewiesenen Satze meromorpb in 
jedem Punkte des erweiterten Eaumes and erweisen sieb mit- 
hin als rationale Funktionen. 

Wir werfen nun die Frage auf: WelcJtss sind die ein-emdeuti- 
gen Transformationen eines gegebenen Baumes in sich, welche in 
jedem Punkte regular sind? und beantworten sie fiir den Eamn 
der Funktionentheorie, sowie fiir den projektiven Eaum. 

Fangen wir mit dem Baume der Funktionentheorie an. Wir 
konnen unmittelbar eine Eeibe derartiger Transformationen hin- 
sobreiben, namlich die Transformationen der Gruppe: 

f®’ '-“Sl+I- «A-te+o, 

Satz. Die Transformationen (91) umfassen alle diejenigen, 
welche die genannte Eigenschaft hesitzen. 

Sei (1) eine bestimmte Transformation der genannten Art. 
Dann sind die Funktionen alle rational. Verhalt sich nicht 
analytisch in einem Punkte (a), so kann dort nur einen Pol ha- 
ben. Denn beim Grenziibergange lim {z) = (a) muB sich der 
Punkt {z') einem bestimmten Punkte des erweiterten Eaumes der 
Variabelen {z') nahern. Insbesondere muB dann jede Variabele 
einem bestimmten Punkte der erweiterten 4“Ebene zustreben. 
Und da nun z[ nicht endlich bleibt, so muB eben lim z[ = oo 
sein. 

Zweitons behaupte ich, daB h nur von einem Argumente ab- 
hangt. Wiiro doin nicht so, so moge h wenigstens enthalten. 

wo G und H teilerfremde Polynome bedeuten. Indem wir jetzfc 
homogene Variabelen einflihren; 

t=i, 

sei 

wo r, H obenfalls teilerfremd sind. Dann wird 
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r = '^1 + • • • + 

H = + • • • + 

wo alle A^,Bu homogen von gleicher Dimension^) in sind, 

tind zwar ist diese Dimension positiv. Daraus erhellt, dafi die 
Gleichungen 

r=o, H = 0 

mindestens eine gemeinsame Wurzel (aj, ctj; Cg, oij; . . .) haben. 
SoUte der entsprechende Punkt (z) = (a) insbesondere im Unend- 
liehen liegen, wobei denn 

a'^ = 0, k = k^,...,ki, 

so fiihre man die Transformation aiis: 


Zj, 


hi, 



Dadurch wird 


j = h,. ki. 


wobei nun (?', H' teilerfremde Polynome mit einer gemeinsamen 
Nullstelle sind. Daher hat /i eine auBerwesentliche singulars Stelle 
zweiter Art im Punkte (a), und hiermit sind wir zu einem Wider- 
spruch gefiihrt. 

Es hat sich also ergeben, daB fi nur von einem einzigen Argu- 
mente abhangen kann, und man erkennt nun sofort, daB alle n 
Zjc bei den n verschiedenen vertreten sein miissen. Soli die 
Transformation (1) auBerdem noch umkehrbar eindeutig sein, so 
muB jede Eunktion linear von ihrem Argument Zj^ abhangen; 
und damit ist der Beweis erbracht. 


Der 'projehtive Baum. Diesem Eaume liegt die Gruppe zu- 
grunde: 


(58) 


l-c;/’ Zn + Cp’ 

^i-\ 1“ ’ 


~ I , j 'U 


^ zb 4= 0 , 


1) Genauer gesagt, verschwinden die sowie die nicht samtlich 
identisch, und diejenigen, welche nicht identisch verschwinden, sind homogen 
yon gleicher Dimension in jedem Wertepaare (C;^, C' ), /(■ = 2, . . Insbesondere 
ist die Dimension in (fg, Ca) positiv. 
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und die hiermit definierten Transformatioiieii gehoren jedenfalls 
zur bewuBten Gattung. Aueh hier gilt der 

Satz. Die Transformatwnen (33) umfassen alh diejmigen, weU 
die die genannte Eigenschaft besiizen, 

'Vor 8ill6ni ©rkoniit insjn, di© I'unktioiiGiL (1^ ro^tioiiad sind. 
Schreiben mr dies© Funktion©n in der Form bin: 


Xn) = 





•WO System teilerfremder Polynom© bedeuteii, 

und fiihren wir homogene Yariabelen vermog© der Eelationen 


ein, so wird 



.. .,^n) = 




in) 

in)^ 


» = 1, 




wobei System teileriEremder homogener Polynome 

m-ten Grades sind. 

In einem endlichen Punkte (x) == (a) , dessen Bildnunkt 
(x') — (a') auch endlich ist, sind die Punktionen alle 
und ihre Jacobische Determinant© verschwindet dort mcnt. JNun 
ist aber bekanntlich 


1 

d{x„ . . Xn) 

DemgemaB rnuB die letztere Jacobische Determinant© in eiaem 
Bildpunkte (f) = (a) ebenfalls von null verschieden sein. 

Liegt eiran’ oder auch beide der Punkte (a), (a') im Unend- 
lichen, so orgilit sich, daB auch in diesem Fall© 


( 3 ) 


dii.Jx, 




ist. Hionnit sind wir zum Eesultat gelangt, daB die Eelation (3) 
ausnalirnslos in jiuloni Punkte des Kaumes der homogenen Varia- 
belen stattliat. Die linke Seite von (3) ist aber ein 

liornogerK^s Polynom vorn Grade (n-f 1)(^ — 1)* Darum muB 
es eirn^ Konstante soin, woraus sich nun ergibt, daB m = 1, daB 
also die Fiinktionon /,• linear sein rniissen. Hiermit ist der Beweis 
erbracht. 
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§ 34. Tiber algebraische Funktioneii. 

Der Satz von Bd. I, Kap. 8, 8. 431 laBt sicli direkt auf Fimk- 
tionen mehrerer Variabelen libertragen. 

1. Satz. Eine mehrdeutige^) FunUion J? deren 

veTSchisdeue Bestwnnungon iu def UTugcbung eiueT willkuTlicheTi 
Stelle (a) eines im Sinne von § 32 erweiterten Baumes der Variahe- 
len {z) sich mit den Wurzeln einer endlichen Anzahl irreduUiheler 
'pseudoalgehraischer Gleichungen mit der Sjpitze (a) decken: 

+ A^w^-^ -j- . . . -{-Aq = 0, 

wobei also Aj^(zi, . . Zn) sick im Punkte (z) = (a) analytisch ver- 
halt und Aq{z^, . . z^) ^ 0, genugt einer algebraischen Gleichung 

G{w,Zi, . . .,Zn) == 0, 

wo G ein Polynom in alien n + 1 Variabelen bedeutet. 

- 1 .. Eaum eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit 

i.i.x 2 ;aJal der Funktionswerte in einer bestimmten 
willkurlicben Punktes dieses Eaumes nach Vor- 
mg endiicn und in der genannten Umgebung konstant ist, 
..s, muB diese Zahl auch im ganzen Eaume endlich und konstant 
sein. Dieselbe werde mit m bezeichnet. 

Bildet man nun die Summe 

(Ps= W[ + Wl-] 1 - W^, . = 

so erkennt man, daB dieselbe in jedem Punkte des erweiterten 
Eaumes hochstens einen Wert annimmt, sowie daB sie sich aus- 
nahmslos meromorph verhalt. Demnach muB sie eine rationale 
Punktion sein. Nun lassen sich aber die elementaren symmetri- 
schen Punktionen 

+ ^^;2 + • • • + 

H h 




1) An dieser Stelle ist dem gegenwartigen Satze eine allgenmeinere For- 
mulierung wie friiher im Falle n = 1 zuerteilt worden, und hiermit ist 
denn auch eine Verallgemeinerung jenes Satzes gegeben. 
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stS,lg“ lot® di. W«»ln der 

(w — Wj) (w — w^) ...(w~ W„) = 0 

rationale Funktionen von 2 , « , 1 , 1 ^ a j. - . , . 

und der Satz ist bewiesen. 

2. Satz. Wird w=F(s! ^ 

GUichung dutch erne algelra%sche 

G{w,Zj^, =0 

so hesm eme notwendige und hmrdchsnde Bed^ung fur 
die Irredukhbihtat des Polynoms G darm, da^ der Biermnnsche 
Baum fur «„) mcht zerfdllt Dabei wird vom trivialen FaMe 

abgesehen, dafi G erne Potenz dms irreduUibelen Polynoms ist. 

Der Beweis wird gerade so gefuhrt wie im Dalle n = l. 
Definition. Sei 

A,w^ + A,w’^-i + ... + A^ = 0, a,^0, .> 0 , 

eine irreduktibele algebraisehe Gleichung, wobei also die AJs ein 
System teilerfremder Polynome in bedenten. Ist A, 

eine Konstante, so heiBt w eine game algebraisehe Funktion 
^ 1 ,...,^^, im anderen Falle eine gebrochene. Eine ganze alge^.*«x 
sche Funktion ist in jedem endlichen Punkte stetig. Dies gilt aber 
nicht von einer gebrochenen Funktion. Vermoge der Transfor- 
mation 


( 1 ) 


w'= AqW, 


w = 


w' 

-^0 


geht (lino gobrochono in eine ganze algebraisehe Funktion iiber. 

3. Satz. Sei 

. . .,2„) = 0 

eine irreduktibele algebraisehe Gleichung von yositivem Grade m in 
w, sei w z^) die hierdurch definierte Funktion, und sei 

© der zugehbrige Uiemannsche Baum. Sei ferner 

W . . ., 2„) 


eine ]<unh'tv)n, welcJie auf (© eindeutig ist und deren verscliiedene 
Bestimmungen den Ikdingungcn des 1. Satzes genilgon. Dann lajit 
sich W nls eine rationale Funktion von w, z^, . . z,^ darstellen: 


W -- Riw,Zi , . . ., 2 „). 
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Der Beweis wird ahnlich. wie im Palle n = l, Bd. I, S. 435 
gefiihrt, nur an einer SteUe ist ein anderes Verfahren notig. TJm 
namlich nachzuweisen, da6 die Koeffizdenten von Q{X) rational 
sind, beschranken wir uns zunachst auf den Pall, dab sowohl w 
als W ganze und darum im BndUchen stetige Punktionen sind. 
Die bewuBten Koeffizienten sind eindeutige Punktionen, _ welche 
sich im aUgemeinen analytisch verbalten. Dabei Hegen die Aus- 
nahmepunkte auf analytischen Gebilden (n— l)-ter Stufe im Ge- 
biete der (%,..., 2„). In diesen Punkten sind die Koeffizienten 
aber aucb stetig. Nach dem 1. Satze von § 4 sind sie also dort 
ebenfalls analytisch. 

Hiermit ist zunachst dargetan, daB die Koeffizienten ganze 
Punktionen sind. Um noeh zu zeigen, daB sie rational sind, kniip- 
fen wir an den 2. Satz von Kap. 1, § 16 an. Man erkennt nam- 
lich ohne Miihe, daB bei passender Wahl der natiirlichen Zahl /x 
und beliebiger Wahl von fc 

lim4 = 0, Um^ = 0 

ist, wobei Zt = at, .+ 1 , beliebig gewahlt und dann festgehalten 
wird. DemgemSB muB auch 


sein, "WO G einen beliebigen jener Koeffizienten bedeutet. Nach 
dem genannten Satze erweist sich C somit als ein Polynom. 

Ist endlich w oder W keine ganze algebraische Punktion, so 
braucht man nur durch eine gehorige Transformation (1): 

w' = A^w bzw. W = BoW 

zu ganzen Punktionen iiberzugehen. Nach dem Vorausgehenden 
gilt dann der Satz fiir w' und W, mithin gilt er auch fiir w 
und W. 

1. Zusatz. Hat die vorstehende Funktion W = 0{zi, . . z„) 

im aUgemeinen verschiedene Werte in den m Bldttern von © — dazu 
geniigt ja offenlar, dafi auch nur fiir einen einzigen 

Punkt (z) = (a) getrennte Werte hat — , so kann man umgekehrt w 
als rationale Funktion von W, Zi, . . z„ darstellen: 


w = 9i(Tf, %, . . ., z„). 
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Definition. 1st eindentig anf- © oder aueh in 

dem einer beUebigen irreduktibelen pseudoalgebraisehen Gleiehnng 
entsprechenden Eiemannschen Eanme g, und verhalt sich # bis 
auf die Punkte einer endlichen Anzahl analytischer Gebilde 
(n — l)-ter Stufe analytisch; nimmt 0 ferner in zwei verschiede- 
nen Blattern nienaals identisch gleiche Werte an, so beiBt 0 mit 
der Punktion w — Fiz ^, , , oder aneh mit © bzw. ^ gleieh- 
verzweigt. Zwei Punktionen, welche irreduktibelen pseudoalge- 
braischen Gleichungen geniigen, heiBen in einem Punkte {a) mit- 
einander gleichverzweigt, wenn jede derselben in dem fiir die an- 
dere konstruierten Eiemannschen Eaume in der Umgebung von 
(a) eirideutig ist. 

2. Zusatz. Sei W = 0[z-^, . . .,z^ eine Funktion, welche den 

Bedingungen des 3. Satzes genugt, und set 0 au^erdem mit © gleich- 
verzweigt. Dann la^t sich w rational durch TP, darstellen: 

Ist umgeJcehrt W = 0{zi, . . z„) eine Funktion, welche den 
Bedingungen des 3. Satzes genugt, und Idpt w au§erdem die vor- 
stehende Darstellung zu, so ist 0 mit © gleichverzweigt. 

3. Zusatz. Ist TF = 0 ( 2 j, . . ., 2 „) eine Funktion, welche den 
Bedingungen des 3. Satzes genugt, so deckt sich 0 mit den Wurzeln 
einer irreduktibelen algehraischen Gleichung vom Grade 

E(TF, . . .,2„) =0, 
wo mi ein Toiler von m ist. 

1. Aufgabe. Ist der folgende Satz richtig, a) im projektiven 
Eaume, b) im Eaume der Punktionentheorie ? 

Sei & (iin monogenes analytisches Gebilde (n — l)-ter Stufe 
im Eaume der Variabelon ( 2 j,..., 2 „), deren samtliche in der 
Nahe einer boliebigtm Stelle (z) = (a) derselben gelegene Stellen 
sich mit den Wurz(dn einer Gleichung 

^(a) (^1 1 • • • > ^n) ~ ® 

decken, wobei sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort 
verschwindot. Dann ist @ ein algebraisches Gebilde. 

2. Aufgabe. Ist dor folgende Satz richtig, a) im projektiven 
Eaume, b) im Eaume der Punktionentheorie? 

Osgood, Idunktioiientheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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Sei ® ein monogenes analytisches Gebilde (w — l)-ter Stufe 
im Eaume der Variabelen {zi, • • nnd sei (z) = (a) eine be- 

liebige Grenzstelle zu @ gehoriger Stellen. Des weiteren sollen 
samtliche in der Nahe von (a) gelegene Stellen von @ sich mit 
den Wnrzeln einer Gleichtmg 

decken, wobei sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort 
verschwindet. Dann ist @ ein algebraisches Gebilde. 

Definition. Eine mehrdeutige Eunktion ver- 

halt sich algebraisch in einem Punkte (z) = (a) des erweiterten 
Eaumes, wenn die in Betracht kommenden Bestimmungen der- 
selben sich in der Nahe von (a) mit den Wurzeln einer pseudo- 
algebraischen Gleichung decken: 

AqW^ + + h A^=0, 

wo sich im Punkte (a) analytisch verhalt und 

-^0 ^ 0 ist. 

Satz. Sei F{zi,...,Zn) eine mehrdeutige Funhtion, deren ver- 
schiedene Bestimmungen sich in jedem zu einer Eoordinatenachse ge- 
horigen Punkte des erweiterten Baumes der Funktionentheorie alge- 
hraisch verhalten, Dann ist F eine algehraische Funktion der n Va- 
ridbelen z^, , , Zn oder aber F setzt sich aus mehreren solchen Funk- 
tionen zusammen, 

Vor allem beweist man, daB die Anzahl m der verschiedenen 
Bestimmungen der vorgelegten Eunktion in einer be- 

stimmten Umgebung % der Koordinatenachsen konstant bleibt. 
Im iibrigen darf man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
daB sich alle m Bestimmungen im Anfange analytisch verhalten. 
Bildet man nun die Eunktion 

m 

* = 1 

wo 5 eine natiirliche Zahl bedeutet, so verhalt sich 0^ in % mero- 
morph. Daraus erhellt, daB auch die elementaren symmetrischen 
Funktionen 

+ ^2 + * * * + 

W^W.2^ -f H h 





§ 84 . tiber algebraisehe Fimktionen 307 

sich in % meromorph yerhalten. Nach dem 3. Satze von § 30 er- 
weisen sich diese somit als rationale Funktionen von 
und hiermit ist der Beweis erbracht. 

Bei der Formnlierung des Satzes dlirfen ja beliebige n Ge- 
raden an Stelle der Koordmatenachsen treten: 

% =(?!,.. == ^k+lf • • = ^ny 

wobei fe die Werte durchlanft und insbesondere einige 

Oder auch alle Ci mit dem uneigentlichen Punkte oo ihrer Ebene 
zusammenfallen konnen. 


20 * 



Von Osgood^ Lehrhuch der Funktionentheorie liegt ferner vor: 

/. Band. j. Aufl. Mit 1^4. Fig. [XIV u. 818 S. ] gr. 8. ig28. Gek. JIM, 42.^, 
geb.JiM44. — . In Vorb. bejindet sich: 11. Band. Z.Liefg. 

Funktionentheorie. Von Dt. L.Bieberbach,Froi.2i A. \Jmv, Berlin. Mit34Fig. 
imText [IVu 118S.] 8 1922. (Teubn techn. Leitf. Bd. 14.) Kart. 3.20 

„In. gedrangte^ aber klarer Sprache, mit schonen Figuren und guten Beispielen durch- 
setzt, wird eine Einfulinmg in die Theorie der Funktionenleiire gegeben, die, mit den 
komplexen Zahlen beginnend, in streng logiscber Kette znr konformen Transformation fiibrt. 
Wie immer, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektiire einen GenuB, 
denn sie gibt Eigenes, Personlicbes." (Unterrichtsbl. f. Mathem. u. Naturwissensch.) 

Lehrhuch der Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. 
Univ. Berlin. 

I. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 80 Fig, 

im Text. [VI u. 314 S.] gr. 8. 1923. Geh. JIM 12.—, geb. JIM 15. — 
II. Band: Moderne Funktionentheorie. Mit 44 Fig. imText. [VII u. 366 S.] 

gr. 8. 1927. Geb. JdM 20.— 

Der erste Hand gibt unter Verschmelzung Riemannscben and WeierstraBischen Geistes 
eine einbeitliche Darstellung der Elemente der allgemeinen und der speziellen Funktionen- 
theorie. Er umtaBt somit einmal alle die Begriffsbildnngen und Methoden, welche die 
moderne Funktionentheorie beherrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk- 
tionen iiber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischen und den ellip- 
tischen Integralen. 

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was in der Theorie der 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen durch die Arbeit der letzten Jahrzehnte an 
bleibenden Ergebnissen und Methoden gewonnen worden ist. Er bevorzugt dabei die 
Dinge, iiber die es zusammenhangende Darstellungen noch nicht gibt. So handeln einzelne 
Abschnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der ganzen Funktionen, von der 
analytischen Fortsetzung, der konformen Abbildung und der Uniformisierung. 

Die komplexen Veranderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung der 
Grundziige der Differential u Integralrechnung, zugleich eine Einfiihrung in 
die Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowdlewskiy Prof. a. d. techn. Hochsch. 
Dresden. 2. Aufl. Mit 124 Fig. [IV u. 455 S.] gr, 8. 1923. 
geb. JIM 17.60 

„Ein ganz vorziigliches Werk, das sich in gleicher Weise durch den dargebotenen 
Stoff wie durch seinen angenehmen leichtflussigen Stil auszeichnet. Kowalewski ist ein 
Meister in der Form und erreicht hochste Eleganz und zugleich Exaktheit in seinen 
Beweisen.“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Vorlesungen tlber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pr ngsheim, Prof. a. d. Univ. Miinchen. (Teubn. Lehrbiicher der 
math. Wissensch. Bd. XL, 1 1— 3u XL. II, i ) 

I. Band. i. Abt.: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 2. Aufl. [XII u. 292 S.] 
gr. 8. 1923 Geh. 13 — » geb.J?Jfi5 — 

2. Abt.: Unendliche Reihen mitreellen Gliedern. 2. Aufl. [VIII u. 

S 293—514.] gr. 8. 1923. Geh. 9. — , %^h.JlM \\. — 

3. Abt.: Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern, 
unendliche Produkte und Kettenbruche. [IX u. 461 S.J gr. 8. 
1921. 0 :€r\.JlM 2 i . — , geb. 23 60 

II. Band. i. Abt.: Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. Mit 25 Fig im Text. [XV u. 
624 S.] gr. 8. 1925. JIM geb. 3?J^3 o — 

„Wie es bei einem hierin so hervorragenden Verfasser nicht anders zu erwarten war, 
ist das Huch vorbildlich (lurch seine Reinheit und Exaktheit im ganzen Aufbau und Ausbau. 
Dabei ist es — wie dies bei so heiklen Dingen leicht moglich ware — nirgends schwierig 
oder ermiidend; es best sich leicht und angenehm. 

Der groBziigigen Anlage des Werkes emsprechend, wird der Stoff bis ins Kleinste 
ausfiihrltcb und oft von verschiedenen Seiten her dargestellt, doch ohne jeraals breit zu 
sein. Ich kenne keine Darstellung dieses Stoffgebietes, die sich an Klarheit und Griind- 
lichkeit mit der vorliegenden messen konnte. Das Huch wird viel gelesen werden und 
groBen Nutzen stiften.“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 
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Konforme Abbildung. Von well. Oberl. L. Lewent, Berlin. Mit 40 Fig. 
[VI u. n8 S.] 8. 1912. (Samml. math.-physik. Lehrb. Bd. 14.) Kart.j?jr 3.80 

Der Techniker wird aus dem Biicklein reiche Anregung empfangen, durch eine Fiille 
mteressanter und lehrreiclier Beispiele wird er verhaltnisraaBig schnell bis zu dem allge- 
meinen Abbildaagssatze gefiihrt." (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Konforme Abbildungen. Von Studienrat E. Wicke, Berlin. Mit 38 Fig. 
im Text. [59 S.] kl. 8. 1927. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 73.) Kart.J^Jf 1.20 

Die Idee der Riemannschen Flache. Von Dr. H. Weyl, Prof. a. d. 
Eidgen. Techn. Hochsciinle in Ziirich. 2., verb. Aufl. Mit 28 Fig. im Text. 
[VIII u. 183 S.] gr. 8. 1923. (Math. Vorles. a. d. Univ. Gottingen Bd. 5.) 
Geb.^jr8.— ; 

Der erste Teil entbalt eine Topologie der Riemannschen Flachen, der zweite einen 
AbriB der Theorie der Funktionen auf Riemannschen Flachen. Den AbschluB bildet das 
prinzipiell Wichtigste ans der Uniformisiernngstheorie (Theorie der automorphen Funktionen) ; 
sie liefert diejenigen Gebilde (Nicht-Euklidische Bewegungsgruppen), in denen die Idee 
der Riemannschen Flache ihre reinste, von alien Zufalligkeiten befreite Verkorperung findet. 

Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R, Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen. Mit 
83 Fig. fX u. 500 S,] gr. 8. 1916. FlJt 13.—, geb. JIJC 16.— 

II. Teil : Die algebraischen Ausfuhrungen. Mit 40 Fig. [VIII u.546 S.] gr.8. 

1922. Geh. 15.— , geb/.^.ir 18.-- 

III. Teil: [In Vorb. 1929] 

Vorlesungen liber elliptische Funktionen. Von B, Riemann, Mit 
Zusatzen herausg. von Dr. H, Stahl, weil. Prof. a. d. Univ. Tubingen. 
Mit 20 Fig. [VIII u. 144 S.] gr.8. 1899. Geh. 5.60 

Vorlesungen liber die singulMren Moduln und die komplexe Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Von Dr. R. Fueter, Prof. a. d. 
Univ. Zurich. (Teubn. Lehrbiicher der math. Wissensch. Bd. XLI, i u. 2.) 
I. Teil. Mit 16 Fig. im Text. [VII u. 142 S.] g. 8. 1924. Geh. 7.—, 
geb. MM 8.40 

II. Teil. Mit 4 Fig. im Text. [VIu. 217S.] gr.8. 1927. Geh. JO" 10. — , 
geb. MM 11.60 

Vorlesungen Uber die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von Geh. Hofrat Dr. R, Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braun- 
schweig, und Geh. Reg.-Rat Dr. F, Klein, weil. Prof. a. d. Univ. Gottingen. 
I. Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. 2. Aufl. Mit 192 Fig. 

[XVI u. 634 S.] gr.8. 1926. Geh. 26.- 
II. Band: Die funktionentheoretischen Ausfuhrungen und die Anwen- 
dungen. 2. Aufl. Mitii4Fig. [XlVu.668S.] gr.8. 1926. Geh. 28.— 

Vorlesungen Uber algebraische Geometric. Geometric auf einer 
Kurve. Riemannsche Flachen. Abelsche Integrale, Von Dr. F. Severi, 
Prof. a. d Univ. Rom. Berechtigte deutsche Ubersetzung von Ministerial- 
rat Prof. Dr. Stuttgart. [XVIU.408S.] gr.8. 1921. Geh.j?jri2.-, 

geb, MM 14.60 

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
EJahnke, weil. Prof, an der Techn. Hochsch. Berlin, und Dr. F.Emde, 
Prof, an der Techn. Hochsch. in Stuttgart. 2., unverand. Nachdr. d. i . Aufl. 
Mit 53 Fig. [XII u. 176 S.] gr. 8. (1909) 1928. (Samml. math.-phys. 
Lehrb. Bd. 5.) Geb. MM 8.— v i 
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Pascals Repertorium der hdheren Mathematik. 2., voUig umgearb. 
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
herausg. von Dr. E, Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 
u. Dr. H. E, Tim&rding, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Band: Analysis. Herausg. von E, Salkowski. 

1. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. fXV u. j;27S.l 

gr. 8. 1910. Geb. ^ 

2. Teilband: Differentialgleichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 

im Text. [XH u. S. 529—1023.] gr. 8. 1927. Geb. 18. — 

3. Teilband : Reelle Funktionen, Neuere Entwicklungen, Zahlentheorie. 
Mit Fig. gr.8. 1929. Geb.JOr22.— 

II. Band: Geometrie. Herausg. von H. E, Timerding, 

1. Teilband: Grundlagen und ebene Geometric, Mit 54 Fig. pCVIII 
u. 534 S.] gr. 8. 1910. Geb. JiJC 18.— 

2. Teilband: Raumgeometrie. Mit I2 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. JIJC 17.—, geb. JtJC 20.— 

Vorlesungen tlber Algebra. Unter Benutzung der dritten Auflage des 
gleichnamigen Werkes von •{• Dr. G. Bauer. In 4., verm. Aufl. dargest. von 
Dr. L. Bieberbach^ Prof. a. d. Univ. Berlin. Mit 16 Fig.im Text u. auf i Taf. 
[X u. 334 S.j gr.8. 1928. Qi€o.JlJC 20.- 
Hohere Algebra. Deutsche Bearb eitung des Werkes : Dickson, Modern alge- 
braic theories. Von Studienassessor E. Bodewigy Mors (Rhld.). Mit 3 Fig. 
[ca. VIII u. 240 S.] gr. 8. 1929. Geh. JIM 14.—, geb. MM 18.— 
Praktische Infinitesimalrechnung. Von F. F. P, Bisacre, M. A. (Char- 
tered Civil Engeneer), Ascania Helensburgh. Deutsch vonDr. E.Trej^tZy 
Prof. a. d. Techn. Hochschule in Dresden, und Dr. phil. E. Kbnigy Elberfeld. 
Mit 104 Abb. u. 3 Taf. [XII u. 364 S.] 8. 1929. Geh. MM 16.—, geb. MM 18.— 
Integralgleichungen unter besondeff^t' a — a _ 

wendungen. Von Dr. G. Wiarda^ Prc 

(Samml. math.-phys. Lehrb. Bd. 25.) [In v -^-^j 

Dimensionstheorie. Von Dr. K. Menger, Prof. a. d. Univ. Wien. [IV u. 
319 S.] gr.8. 19^8. Geh. 22.— , geb. 24. — 

Die von Menger und Urysohn begriindete Dimensions- und Kurveutlieorie findet 
in dem Werk eine systematische Darstellung. In einem einfukrenden Kapitel werden die 
wichtigsten elementaren Satze der Punktmengenlehre entwickelt, so daB die Lekture des 
Buches keine speziellen Vorkenntnisse voraussetzt. Nack einer Darstellung der Gesckichte 
des alten Diruensionsproblems, dessen besondere Wicktigkeit immer wieder von hervor- 
ragenden Matkematikern und Pkilosopken betont wurde, werden die tiauptergebnisse der 
neuen Theorie nach den Methoden von Menger und von Hurewicz bewiesen. Ein- 
gehende Schilderung linden die Ausblicke, welcke die neue Theorie auf die gesamte 
Lehre vom Raum eroffnet. 

Partial differential equations of mathematical physics. By f Arthur 
Gordon Webster ^ A.B. (Harv.), Ph.D.(BeroU, Professor of Physics, Director 
of the Physical Laboratory, Clark University, Worcester, Mass. Ed. by 
Samuel J. Plim'pton, Ph. D. (Yale.) Assistent Prof, of Physics, Polytechnic 
Institute, Worcester. Mass. Mit Fig. [VIII u. 440 S.j gr.8. 1927. (Teubn. 
Lehrbiicher d. math. Wiss. Bd. XLII.) Geh. MM 23, — , geb. MJt 25. — 

Partielle Differentialgleichungen. Deutsche Ausgabe von Webster, 
Partial Differential Equations. Hrsg. von Dr. G. Szegb, Prof. a. d Univ. 
Konigsberg/Pr. (Teubn. Lehrb. d math. Wiss. Bd. XLIII.) [U. d. Pr. 1929] 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. math. Leitf. Bd. 27) 

1. Band. Mit 17 Fig, im Text sowie 2oZahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.] 

8. 1928. Geb. 6.80 

2. Band. [In Vorb. 1929] 
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Wissenschaft und Hypothese 

Neue Bande 

Philosophic der Materie. Von^.ye2^j-^^/4Deutscli Yon Dr, K, Grelling, 
Berlin-Johannisthal. [VI ti. 426 S.] 8. 1929. (Bd. XXXII.) Geb. JIM 18. 

Nach einer logischen Analyse der Quanten- und der Relativitatstheprie warden die 
erkenntnistheoretischen Fragen behandelt, die sich an das Verhaltms der Wissenschaft 
zur Sinneswabrnehmung kuiiplen. Die Untersuchung miindet in den Aufbau ernes by stems 
der Fhysik, aufsteigend zum Begriff der Materie und des Naturgesetzes. 

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im 
Urteil der mathematischen Denker. Von Dr.F.EnHgues, Prof. a. d. Univ. 
Rom. Deutsch y,Dx,L: B ieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. [VU.240S.J 8. 
1927. (Bd. XXVI.) Geb.J?..^ ii.— 

Die Ubersetzung dieses Werkes, das in einem Gang durch die Geschichte der raathe- 
matischen Ideen zeigt, wie die Entwicklung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte 
ein entsprechendes Fortschreiten und eine Wandlung der Logik zur Folge gehabt hat, 
wird willkommen sein, da die deutsche Literatur dariiber niclits aufzuweisen hat; denn 
wir haben keine Forscher gleicher Kichtung, und Enriques beherrscht sowohl den philolo- 
gischeu Apparat als auch das philosophiscbe und matbematische Denken so wie wohj 
^erhaupt kein anderer. Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch 
jedem verstandlich und anregend sein, der Fiihlung mit dem wissenschaftlichen Deitken hat. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P, Boutroux, 
Autorisierte deutsche Ausgabe mit erlauternden Anmerkungen von 
Dr. H, PoUaczeFGeiringer, Berlin. [IV u. 253 S.] 8. 1927. (Bd. XXVIII.) 
Geb. ^Ji r I.— 

„Der Verfasser (Sohn von Emile Boutroux) geht von dem Gedanken aus, ,daB es in 
der Mathematik zu alien Zeiten, ganz besonders aber in Epocben intensiven wissenschaft- 
lichen T.ebens. bestimmte Ideale gibt, denen die Forscher nachstreben und die die Auswahl 
und Auffassung dei behandelten Probleme bestimmen*. In diesem Sinne zieht er die ,groBen 
Linien dt-r Entwicklung des mathematischen Denkens*, ausgehend vom .RegrifF der Mathe- 
matik bei den Hellenen' und schliefiend mit einer Untersuchung uber ,die gegenwartige 
Aufgabe des Mathematikers*." (Annalen der Philosophic und philosoph. Kritik.) 

Zehn Vorlesungen tlber die Grundlegung der Mengenlehre. 
Gehalten in Kiel auf Einladung der Kant-Gesellschafi, Ortsgruppe Kiel. 
Von Dr. A, Ftaenkel, Prof. a. d. Univ. Marburg a. d. L. [X u. 182 S.] 
8. 1927. (Bd, XXXI.) Gtb.J?jr8.^ 

„Verfasser beweist auch hier wieder sein auBerordentliches Geschick, die begrifflichen 
Grundlagen dieses aktuellen Gebietes mit einem hoben Grade von Prazision und doch 
verhaltnisniaBig leicht veistandlich zu entwiikeln DaB die aus der mathematischen Original- 
literatur sihwer zuganglit hen Gedai-ken des Intuitionismus bier eine von didaktischen 
Grundsaizen geleitete Darstellung eriahren, macht das Buch besonders wertvoll.** 

(Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht.) 

Die vierte Dimension. Eine Einfiihrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometrien. Von Dr. Hk. de Vries, Prof. a. d. Univ. 
Amsterdam, Nach der 2. hollandischen Ausgabe ins Deutsche iibertragen 
von Frau Dr. R. Stru k, Mit 35 Fig. im Text. [IX u. 167 S.] 8. 1926. 
(Bd. XXIX.) Geb. JIM 8.— 

Die auf Grund der kiirzlich erschienenen zweiten, vermehrten und verbesserten 
Auflage veraustaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, dcnn die 
An und "U'etse, in der es die Grundgedanken und Eleraente der euklidischen raehrdimeu- 
sionalen sowie der nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen und ellip- 
tischen zu vermitteln weiB, entspricht dem Bediirtuis aller derer, die sich — insbe.%ondere 
fUr das Studium der Mathematik wie der Physik — auf angenehmem Wege in diese 
Gebiete einfiihren lassen wollen. 

In y.,umgearb. u. vermehrterAuflage liegt vor: 

Grundlagen der Geometric. Von Geh. Reg.-Rat Dr. D. Hilbert, Prof, 
a. d. Univ. Gottingen. Mit zahlr. in den Text gedruckten Fig. [ca. VI u. 
234 S.] 8. 1929. (Bd.VII.) Geb JIM w.— 

„r)as Verdienst des Hilbertschen Buches besteht in der klaren, erkenntnistheoretischen 
Grundauffassung, in der scharfen Problemstellung und den aritbnietisch-algebrnischen 
Methoden." (Deutsche Literaturzeitung.) 
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